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Planteamiento

¢ El modelo de regresién lineal simple (RLS) relaciona una variable alea-

toria continua Y con una variable no aleatoria X.

e El modelo RLS queda especificado por las siguientes ecuaciones
EY|X=2)=F+fr y V(Y|X=2)=0

donde By, 81 € Ry o0 € RT son los pardmetros del modelo.

e La primera ecuacion establece que el valor esperado de Y es una funcién
lineal de X, mientras que la segunda ecuacién indica que la variacién de
Y alrededor de su valor es constante para X.

e Elobjetivo es estimar (g, #; y 02 a partir de un conjunto de observaciones
de la poblacién (x1, Y1), (2, Y2), ..., (zn, Ys).
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Planteamiento

e Dado el conjunto de observaciones (x1,Y1), (22,Y2),..., (2,,Y,) es util

representar a Y; como
Yi = Bo + Brzi + €, i=1,...,n.

donde ¢; es un error aleatorio que representa la variacién que tiene Y;

alrededor de su valor esperado.

e De la representacién anterior se sigue que
E(ei|z)=0 vy  Vigl|lz)=0% i=1,...,n.

e Dado que los pardametros del modelo son desconocidos, los errores €; son

variables aleatorias no observables.
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Supuestos del modelo RLS

Dado el conjunto de observaciones observaciones

(1'17 }/I)a (:EQa }/2), ey (x’nu Y’n)a

los primeros tres supuestos del modelo RLS son:

1. Linealidad
E(Yi|z;) = Bo + Bri, i=1,...,n.

2. Homocedasticidad (varianza constante)
V(Yi|z;) =02, 1=1,...,n.
3. No correlacién

Cov(Y;,Y; |z, z;) =0, ,j=1,...,nei#j.
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Supuestos del modelo

Los supuestos 2 y 3 se pueden expresar en términos de los errores como sigue

2’. Homocedasticidad (varianza constante).
Vei|zs) = o2, i=1,...,n.
3’. No correlacion.
Cov(e, €5 | zi,xj) =0, i,j=1,...,nei#j.

El supuesto de no correlacién implica que la forma en que dos observaciones
cualquiera Y; y Y; varfan alrededor de su valor esperado, no tiene ninguna

asociacion lineal.
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Estimaciéon

Como primera aproximacién, consideremos el caso en que Y no varia alrededor
de su media, es decir, V(e; | x;) = 0.
En este caso, los puntos (z1,y1), (€2, y2), ..., (Tn, yn) caen exactamente sobre
la recta

y = Bo+ fix

Para determinar los valores de los parametros basta con tomar cualquier par

de puntos distintos (z;,y;) y (x;,y;), ¢ # J, para estimar y estimar

~ Yi — Y ~ ~
pr ==L y Bo = y; — Prx;
SCi—LEj

Sin embargo, al considerar que Y no varia, estamos omitiendo la aleatoriedad,

que es nuestro principal interés.
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Ejemplo

Se tiene interés en determinar empiricamente la relacién entre el precio de un

viaje en taxi y la distancia del recorrido, a partir de la siguiente informacién
(2.3,17.7), (1.6,14.9), (3.1,20.9), (4.5,26.5), (2.7,19.3)

Si se toma el primer par de observaciones se obtiene

149 —17.7

1=
Si se toma el ultimo par de observaciones, los resultados coinciden

19.3 — 26.
_193-265

o1 =4 H=193-2Txp =85
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En este ejemplo el precio del viaje en taxi estd completamente determinado

por la distancia del recorrido y la relacién es la siguiente

2
o
9]
2

o

(IIMAS,

precio = 8.5 + 4 x distancia.

| 3
rd
Cd
< | -
N ”
rd
— rd
Cd
4
o _| ”
N
v
_ s
rd
S .-
T T T T T T
15 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5
Distancia

UNAM)



Estimaciéon

Si Y varfa alrededor de su media, es decir, V(e; | ;) > 0, entonces los puntos
(x4, y;) no son colineales y al utilizar las expresiones anteriores se tendria una
estimacién distinta de 5y y B1 para cada par de punto.

Para cualquier estimacién propuesta Bg y Bl, es posible calcular la desviacién

de y; con respecto a valor ajustado ¢; = Bg + 31951-:
e =y — i = yi — Bo — Pz

Las cantidades eq,eq, ..., e, reciben el nombre de residuos y estan asociados
a estimaciones de Gy y (1.
Si los residuos son grandes, la estimacién es mala y si los residuos son chicos,

la estimacion es buena.
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Minimos Cuadrados (MCO)

El método de MCO propone utilizar la funcion suma de cuadrados de los

residuos
n

Q(Bo, Br) =D _(yi — Bo — Br:)*.

i=1
La suma de cuadrados de los residuos permite comparar distintas estimaciones
de By y pi1-
El método de MCO propone estimar los pardmetros con los valores 50 y Bl

tales que Q(fo, £1) es minima.

Los estimadores obtenidos con este criterio son llamados estimadores de mz’m’-J

mos cuadrados ordinarios.
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Solucién analitica

Para minimizar @ se sigue el procedimiento estandar utilizando calculo.

Es facil verificar que

0
9 Q= —2ng, +2 o Biin
%0 nyn + 2nfo + 2npx
8 n n
%Q = =2 wiyi + 20BoTn + 281 Y _ @i’
! i=1 i=1

. | n e | n
donde Z,, =n™' > . iy Un=1"" D 1 4 Yi-
Para encontrar los puntos criticos de @) se debe resolver el sistema

Bo + TnB1 = Yn
nTyfo + b1 (Z mf) =z
=1 i=1
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Solucién analitica

Se puede mostrar que la solucién al sistema anterior es

Szy _ 5 Sy
In Yy Pi=o—

S{El‘ SIL’CL‘

con Sy = Z?:l(xi —z,)%y Spy = Z?:l(xi — Zn)(Yi — Un)-
Para que la solucién sea vélida se debe cumplir que S, # 0. En el caso simple,

BOZ%—

la condicién S, # 0 es equivalente a que no todas las x; sean iguales.
Para garantizar que esto se cumple, se agrega como un supuesto mas al modelo
RLS

Supuestos del modelo RLS

4. Szz > 0.
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Solucién analitica

Para determinar si @) tiene un minimo en (fy, 51) se aplica el criterio de las
segundas derivadas parciales.

Nuevamente, es facil mostrar que

B 82 _ n Z?:l i
H(Bo, 1) = {3@3@. Q]m_o,l =2 l ST Yo ]

Se debe observar que H (g, 51) es constante para By y f1. H11 =2n>0y

n n 2
det(H) = 4nzx12 —4 (Z mz> =4nS,, >0
i=1 i=1

De lo anterior se sigue que H (,30, Bl) es positiva definida y por lo tanto se

concluye que Q(5p, 1) tiene un minimo en el punto

(/@0731) = <yn - hiVu h)

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) eg simple Semestre 2018-2



Estimaciéon de la varianza

El método de MCO no proporciona una estimacién o2 pero, una estimacién

razonable es la siguiente

. IR A
62 = Z(yi - yi)2
=1

n—2

Por lo tanto, los estimadores de MCO del modelo RLS son

A ¥ S.z‘ _
BOZYTL_ S:;xn
A SxY
B = 5.
1 5
s2 Y, — ;)2
i)
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Propiedades de los EMCO

Proposicién

Los EMCO de Sy y 1 se pueden escribir como combinaciones lineales de las

z( SNtk
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Propiedades de los EMCO

Los estimadores de MCO de Sy y 1 en el modelo RLS son insesgados,
E(folx)=H v EBIx)=p

Ademas, la varianza de los estimadores es:

V(fo|x) = (1 + E—Z) o2

n  Spe
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Propiedades de los estimadores de MCO

Teorema (Gauss-Markov)
Bajo los supuestos del modelo RLS, los estimadores de MCO de 5y y 81 son
los Mejores Estimadores Lineales Insesgados (MELI, o BLUE, Best Linear

Unbiased Estimators). Lo anterior significa que
@ se pueden escribir como combinaciones lineales de las Y;,
® son insesgados,

@ para cualesquiera By y 31 estimadores lineales insesgados de By y 1 se

cumple

V(Bo|x) <V(Bolx) vy V(Bilx) < V(Bi|x).
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Limitaciones y alcance de los EMCO

Con los resultados obtenidos hasta el momento, somos capaces de ajustar un
modelo RLS y usarlo para hacer predicciones de valores futuros. Ademaés, el

TGM nos garantiza que los estimadores MCO son los MELI. Pero:
® ;Como hacer estimacién por intervalos?
® ;Como hacer pruebas de hipdtesis?
® ;Como cuantificar el error de nuestras predicciones?
® ;Coémo saber si el modelo estd ajustando bien?

Para dar una solucién aceptable a los planteamientos anteriores debemos in-
cluir un supuesto adicional sobre la distribucién de los errores, sobre la forma

en que Y varia alrededor de su valor esperado.
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Modelo RLS con errores normales

Con el propésito de poder hacer estimacién por intervalos y contraste de

hipétesis, se agrega el siguiente supuesto al modelo RLS

Supuestos del modelo RLS

5. Normalidad: la distribucién conjunta de los errores es normal.

Es facil mostrar a partir de los supuestos anteriores que

€ ~ N,(0,0°1,).

con lo cual
e ¢; es independiente de €5, 7,7 =1,...,ny i # j.
o Y;|z; ~ N (8o + Brzi, 0?)
e Yy,...,Y, son independientes, pero no son idénticamente distribuidos.
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Supuestos del modelo RLS con errores normales

1. Linealidad
E(Y;|xi) = Bo+ Bizi, i=1,...,n.

2. Homocedasticidad (varianza constante)
V(Y| x) = o2, i=1,...,n.
3. No correlacién
Cou(Y;, Y|z, xj) =0, ,j=1,...,nei#j.

4. * Variabilidad en X

2": -—mn > 0.

5. Normalidad (conjunta) en los errores

€ ~ N,(0,0°1,).
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Funcion de verosimilitud

Partimos de un conjunto de observaciones independientes
(.’El, ifl)a AR (xnv Yn)
tales que
Yi|zi ~ N (Bo + Brai, 02) .
La verosimilitud del vector de pardmetros 8 = (By, 31,0%)T estd dada por

20 1%%) = [T <= {exp 503 (5~ 6o~ frno

2no

n

= (2m) %o~ eXp{ Z 50—ﬁ11‘i)2}
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Ecuaciones normales

La log-verosimilitud esta dada por
1 )
L0x,y) = —— 10g(27r) - = log ~ 5,2 Z — Bo — Prx;)

Al maximizar la log-verosimilitud usando célculo, nos encontramos con el

siguiente sistema de ecuaciones

n/BO + nﬁljn = NnYn

n n
nfoZn + f1 fo = Z TiYi
i=1

i=1

> (i = Bo— Pri)* =0

=1
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Estimacion por Maxima Verosimilitud

Las primeras dos ecuaciones son las ecuaciones normales de MCO. De esto

concluimos que los EMV son iguales a los EMCO

— SzY7 A SwY
S 5.

BO:Yn_S_xn Yy =

De la tercera ecuacién despejamos el estimador para o2

~A2 _
Opy =

(Yi - 60 - ﬁ1$¢)2

)

S|

i=1

I
=
INgE

1=1

612\4V se parece a (}ﬁ/lco, excepto que el EMV tiene como denominador n

mientras que el EMCO tiene como denominador n — 2.

Semestre 2018-2
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Propiedades de los EMV

Como los EMV de 8y y 1 coinciden con los EMCO, sabemos que son los

MELI y que tienen varianzas

~ 72 R 2
V(fo) = (%‘F;—;) o’ y V(p1) = gm

Ademis, dado que By y By son combinaciones lineales de v.a. normales, ambos

estimadores siguen una distribuciéon normal

A 1 72 A o2
50NN<50, <E+S_n> U2> 51NN(5175—>
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Intervalos de confianza

La funciones

T, = u i=0,1.
EE(B)

con EE(BZ) = \/V(Bi), son casi son cantidades pivotales para By y B1, res-
pectivamente, ya que T; ~ N(0,1), por lo que podrian ser utilizadas para

construir intervalos de confianza. El problema es que dependen de 2.
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Resultados auxiliares

Proposicién

En el modelo de RLS con errores normales se cumple que

(n —2)6%00 2
o2 Xn—2

307//31 L &2

Recordatorio
Si X ~N(0,1),Y ~x2y X LY, entonces
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Resultados auxiliares (cont.)

Proposicién
Si EE(j;) se obtiene de EE(;) al reemplazar o2 por 63100, entonces

T* 61' — ﬁi

5 = —— Nt(n_2)7 Z.:0,1-
EE(B:)

Ahora las funciones T} solamente dependen de f3;, por lo que son cantidades
pivotales que podemos utilizar para construir intervalos de confianza para [3;,
i=0,1.
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Intervalos de confianza para £y y 54

Si t;l__;/ 2 representa el cuantil 1 — a/2 de la distribucién ¢, _s), con a €
(0,0.5), es decir

P (X < tg_-;/2>) —1- % con X ~ t(_o);

entonces
Pt u R C iz 01
EE(3:)

Por lo tanto un intervalo de confianza 100(1 — «) % para f3; estd dado por

(Bi — R ERB), B + thQZEAE(Bi)) . i=0,1.
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Intervalos de confianza para £y y 54

La expresiones de los intervalos de confianza para [y y 51 son las siguientes.

e Para f:

~ 1 72
+ 1 a/2 A n
Bo (n 2) OMCO (n + Smc>
e Para (;:

B+ 2,1&2)261\/100/\/ wx
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2
Intervalo de confianza para o~

En el caso de la varianza o2, la cantidad pivotal es

(n—2)6%c0

2
~ X _ .
) (n—2)
o de manera equivalente
-2
nomv. 2
o2 (n—2)

Sivf vy v§ son tales que
PO <X <95)=1-a, conX ~x, o

entonces un intervalo de confianza 100(1 — ) % para o2 es

((n - 2)[712\400 (n— 2)5’%100)
V8 ’ or
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Sobre el IC para o2

e En el caso de los intervalos de confianza para By y f1, al tomar tomar los
cuantiles tEZi 22)) y tgj;g)/ 2), se garantiza que los intervalos tienen longitud
minima, debido a que la distribucién ¢, _o) es simétrica.

e Sin embargo, en el caso de la varianza o2, la distribucién X?n—Z) es
asimétrica, por lo que al tomar 7§ = X7, _,)(a/2) y 7§ = x%n_2)(1—a/2),
no se garantiza que el intervalo tenga longitud minima.

e Para cada caso en particular,  y n, se pueden encontrar numéricamente

los valores de 7{* y v§ para los que la longitud del intervalo es minima.
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Cuantiles de la distribucion
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SIS SO ST ~2
Propiedades de 63,0 v 0%/

2 se pueden calcular ficilmente los

A partir de la cantidad pivotal para o
momentos de 63, ¥ 63, . Basta recordar que si X ~ x?2 entonces E (X) =n

y V (X) = 2n. Entonces:

02 n

—2)62
E<—(" );Mco)zn—2 = E(63c0) =0
g

A2 _2
E(M>=n—2 = E(6%y) = —=0°

De igual manera se puede mostrar que

. 2(n —2 .
Vi) = 2200y v (62e0) =

2 4
n2

n—2(7

Para comparar los estimadores 6%, v 63, se debe utilizar el Error Cuadrdti-

co Medio, debido a que 63, es sesgado.
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Intervalos de confianza para el valor esperado de Y

e También es posible calcular intervalos de confianza para el valor esperado

de Y para un valor dado de x, By + 12, que denotaremos por fi,.

e Por las propiedades de 3y y B, [y = Bo + Biz es un estimador insesgado
de p,, ademas por ser combinacién lineal de las y; tiene una distribucién

normal.

e Es facil mostrar que:

e Entonces
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IC para el valor esperado de Y

e De lo anterior se sigue que

~

Ha = lz N (0,1)

Oz

o Nuevamente, si 52 se obtiene de reemplazar 6%/ICO por o en la expresién

de 02, entonces

Mz — Mg

~tip—
P (n—2)

e Luego, un intervalo de confianza 100(1 — ) % para u, estd dado por
(ﬂz - till__ga/z)&zy ﬂw - tgll__za/Q)a'w)
De forma explicita

_ N2
5 5 1—a/2 A 1 (.’E - mn)
Bo+ f1z =+ t(n72) OMCO o + S—m
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Intervalos simultaneos

e Los intervalos de confianza que se mostraron anteriormente son indivi-

duales.

e Las conclusiones que se hagan sobre varios intervalos simultdaneamente

no tienen necesariamente la misma confianza.

e Se debe hacer algun ajuste en la construccién para obtener una signifi-

cancia conjunta dada.

o Existen dos métodos: Bonferroni y Working-Hottelling-Scheffé ambos con

propiedades diferentes.
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Intervalos simultaneos

Método de Bonferroni

e Se basa en la desigualdad de Bonferroni.

e Para construir £ intervalos simultdneos propone usar tgi:;)/ ) on lugar
de t(1—2/2)
el o) -

e Es recomendable para valores de k pequenos.

Método de Working-Hotelling-Scheffé

e Se basa en la distribucién conjunta de Sy y 5.
e Es recomendable para construir muchos intervalos simultdneos, incluso

infinitos intervalos como las bandas de confianza.

e Para cualquier niimero de intervalos propone utilizar 2F((21 ;g) en lugar

(1—a/2)
de t(n—2)

n simple Semestre 2018-2



Intervalos de prediccion

e También es posible hacer inferencias sobre nuevas observaciones de Y.
Estas nuevas observaciones son variables aleatorias. Se denorara por Y,

a una observacién de Y asociada a X = z.

e Los supuestos del modelo RLS establecen que
Yy ~ N (Bo + prz,0%)

e Si los parametros del modelo fueran conocidos, un predictor puntual de

Y, es By + B1z y un intervalo de prediccién para Y, estaria dado por
(50 + Brz — 217 Dg By + Bra + 2(1_0‘/2)0)

donde 2(17/2) es el cuantil 1 — a/2 de la distribucién N(0, 1).
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Intervalos de prediccion

e Como los parametros del modelo RLS son desconocidos, debemos esti-
marlos, esto hace que la varianza del la prediccién crezca y tenga dos
componentes: una debida a la estimacién de los pardmetros del modelo
y otra debida a la variabilidad de Y.

V() = V{Ye) + V(i) = o + ( N <S_>> p

e Si V(Y,) se obtiene de V(Y;) al sustituir o2 por 63,4, entonces
Ma:A_ xT Nt(n_Q)
V(Yz)

y de esta cantidad pivotal se obtiene un intervalo de prediccién para Y,

< 1 a/2)\/7ﬂw t(l a/2)\/7>

es
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Pruebas de hipdtesis

e Con los intervalos de confianza anteriores podemos probar hipétesis sobre

los pardmetros del modelo RLS.

e Una de las hipdtesis méds importantes es Hy : 81 = 0. Recordemos que el
modelo RLS establece que el valor esperado de Y depende de X. Si Hy

es cierta, significa que no la media de Y no se ve afectada por X.

e La hipétesis Hy : Sy = 0 no tiene una interpretacién tan relevante como
la hipétesis anterior, sin embargo, puede servir para determinar si utilizar

un modelo RLS con o sin intercepto.

o En general, las inferencias sobre o2 son de utilidad para realizar predic-
ciones con el modelo. Recordemos que la amplitud de los intervalos de
prediccién son mas amplios debido a la variabilidad intrinseca de Y. Si la

varianza de Y es grande, las predicciones que se hagan no serdn precisas.
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Pruebas de hipétesis (cont.)
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Pruebas de hipdtesis para (;

Recordamos que

B~ N (B1, Spa0?)
y que X
B — P

——— ~ln-2)
vV Szx 03rco

T* asf definida no es una estadistica (Pues depende de 51 que es desconocida)

T* =

sin embargo al fijar 81 en una prueba de hipdtesis ya puede ser utilizada para

construir la region de rechazo.
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Pruebas de hipdtesis para (1 (cont.)

Para contrastar las hipétesis
H():/:)’l:bl vs Hllﬂl#bl

La regla de decision es: rechazar Hy con una significancia o si

* (1-a/2)

donde: t* es el valor de T con calculado con los datos observados y f1 = b;.

05

0.4 —

0.3

0.2

0.1 —

0.0 <
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Pruebas de hipdtesis para (1 (cont.)

Para contrastar las hipotesis
Ho:81<bi vs Hy:B1>0b
La regla de decision es: rechazar Hy con una significancia o si

(1-0)
R

05 -

0.4 —

0.3

0.2

0.1 —

0.0 <
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Pruebas de hipdtesis para (1 (cont.)

Para contrastar las hipotesis
Ho:B12>2bi vs Hy:B1<b

La regla de decision es: rechazar Hy con una significancia o si

a
t<ti),

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0 = T T T T T T T T T T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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Pruebas de hipdtesis para [

Hipdtesis Regién de rechazo
Hy: By =bg vs. Hy : Bog # b 1t ] > tEi;o;)/Q)
Ho:fo<bovs. Hy:fo>bo | >3
Hy : ﬁo > by vs. Hy :50 < by < tgz)—z)
donde:
30— b
t* = Bo 0

52 1, &2
\/O’MCO (n + Saca:)
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2

Pruebas de hipotesis para o

Hipotesis Region de rechazo
Hy:0®=svs Hi:0% #s | t <x(, o(@/2) 0t >x}, (1 —0a/2)
Hy:0*><svsHi:0%>s t>X%n_2)(1—a)
Hy:02>svs H:0%2<s t<x%n_2)(a)

donde:

(n—2)6%c0
S

t=

Y X{ny(e) denota el cuantil o de la distribucién x con n grados de libertad.
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Prueba de razon de verosimilitudes para 3,

e La region de rechazo construida para la prueba Hy: 8y = b1 wvs Hi:

1 # by se obtuvo a partir de la distribucién de Bl.

e Ahora se obtendrd una prueba a partir del cociente de verosimilitudes

generalizadas.

e La prueba basada en el cociente de verosimilitudes nos indica rechazar
Hj si:

_ Lo _ SUbyeo, L(0):x,y)
L1 supgee L (0;%,y)

A

con k elegida para un nivel de significancia dado y

Oo = ((607517‘72) 1B €ER, B =b1,0 < 0% < oo)
0= {(ﬂ0’51702) : 6o €R, By ER,0<0’2 <oo}
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Prueba de razén de verosimilitudes para (; (cont.)

e Para encontrar Ly debemos encontrar los EMV bajo Hy : 81 = b;.

Bajo Hj la verosimilitud es:

L (00:x,y) = (2m) "/ (‘72)_n/2 exp (‘% Z (yi — Bo — b1$i)2>
i=1

Al maximizar con respecto a 3y y 0 obtenemos:
- ~ ~ o 1 n - 2
fo=in—brZn y O :—Z(yi—ﬂo—blxi)
" i=1

Entonces:

Lo = (27r)7n/2 (&2)_n/2 e /2

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) e 6én simple Semestre 2018-2



Prueba de razén de verosimilitudes para (; (cont.)

L1 es la verosimilitud del modelo RLS evaluada en los estimadores de

méxima verosimilitud.

Es facil mostrar que

_n R -n/2 _
Ly = 2m) "% (63v) P2 ez

e Entonces:
R il o I G2 TN
@m0y ez A
e Por lo que la prueba de razén de verosimilitudes tiene regiéon de rechazo
)
G
({;42" <k
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Prueba de razén de verosimilitudes para (; (cont.)

Para determinar por completo la regién de rechazo se debe elegir k de

manera que la prueba cumpla con la significancia especificada.

Para esto se debe trabajar un poco mas con el cociente

N ~A\2
U%JV _ E?:l (i — Ui)

o > (yz — Bo - bl%‘)Z

Es sencillo verificar que

Z (yz - BO - b1$i>2 = Z (yz - gn)g + b%Sacx - 2b159cy

i=1 i=1

También es facil verificar que:
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Prueba de razén de verosimilitudes para (; (cont.)

e Una vez mads, es facil mostrar que:
n
E - ﬁl xxT
i=1

e Al combinar los resultados anteriores obtenemos:

~ A \2
U%w _ Z?:l (yi — Ui)

o S (i — 9i)° + Suw <B1 - b1)2

e Entonces

52 Sza <31 - 51)2

g
MV o
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Analisis de varianza (ANOVA)

e ;Hay algun efecto de la variable X sobre el valor esperado de Y, es decir
£ =07
e La prueba de razén de verosimilitudes nos da como regiéon de rechazo:
n ~ —\2
M i < Eoo Zinzl (y1 Z{n)2
g i1 (Y — Un) > (Wi — 0i)

e La igualdad

A~ n A N2
012\4\/ _ > i (Yi — i)

>c

n

(yi — n)” = Z (@ — 9n)” + Z (v — i)’

n
=1 i=1 =1

relaciona tres sumas de cuadrados llamadas: SC del total corregido por
la media (SCrc¢), SC de regresién (SCpeq) y SC residual o del error
(SCCT‘TOT‘)'

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) e 6én simple Semestre 2018-2



ANOVA (cont.)

Proposicién

En el modelo RLS con errores normales y bajo Hy : 51 = 0:
a) SCreg/0? ~ x3.
b) SCerror/? ~ X2 _,.

G NS @IS (@ Se—

o’

Recordatorio

Si X ~ X%’n)’ Y ~ X%m) y X LY entonces

X/nl
Vng ~ Fnm)
2

donde F{,, n,) denota la distribucién F' con n y m grados de libertad.
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ANOVA (cont.)

e De lo anterior se sigue que, bajo Hy,

R > A
S (i —5)% (n—2)

e A partir de este resultado es posible construir una prueba de hipdtesis

~ Fl1n—2)-

para contrastar Hy : 51 = 0 vs. Hy : f1 # 0. La regla de desicién es,

F(lfa)

rechazar Hy con un tamano de prueba, o significancia, o si F' > (1,n—2°

Esta es la prueba F' que se realiza en el andlisis de variaza.

e Lo usual es presentar los resultados del ANOVA en un arreglo que recibe
el nombre de tabla ANOVA, como la que se muestra en la siguiente

lamina.
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Tabla ANOVA

FV GL SC CM F
Regresion 1 S (9 — n)? Sc%q' CCM—Af:iﬁ
Error n—2| Y (yi— ?71‘)2 %

Total n—1|>" (yi— n)’

FV: fuente de variacién.

GL: grados de libertad.

e SC: suma de cuadrados.

CM: cuadrado medio.

F': estadistico F.
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Relacion entre la prueba t y la prueba F

e ;Qué relacién tienen las pruebas t y F' para contrastar la hipdtesis Hy :
p1=0.
e En el modelo RLS, no hay diferencias.

e La prueba de t para probar Hy : 51 = 0 rechaza si

b
>t

o St ~a/2))?

(n—2)

e Como tendran que mostrar en la tarea

n

SCreg = Z ('gz - gn)Q = szB%

i=1
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Relacion entre la prueba ¢ y la prueba F' (cont.)

e Entonces la region de rechazo de la prueba de ¢ es equivalente a

Screg (1—a/2) 2
SComror/(n—2) (157)

o Kl estadistico de prueba es entonces el mismo que el de la prueba F', jqué
hay de las constantes que determinan la regién de rechazo?

e De resultados anteriores es facil mostrar que si T ~ t(,_1), entonces
T ~ F (1,n2)-

e En conclusion, en el modelo RLS las pruebas t y F' son equivalentes para

contrastar Hy : 51 = 0.
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5 . ., 9
El coeficiente de determinacion R

e Se define el coeficiente de determinacién del modelo de regresion como

o SCreg -1 SCerror

2
B= SCre SCrc

e El coeficiente R? y el cual sirve como una medida del ajuste del modelo.

e SCrc es la variabilidad total de Y.

o SCerror €s la variabilidad residual, es decir, lo que el modelo lo logra
explicar.

o Entonces, R? es la proporcién de la variabilidad total que se logra explicar

con el modelo.
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Relacién del R? y la correlacién de Pearson

e El coeficiente de correlacién de Pearson entre z1,...,Z, ¥ Y1,-..,Yn S€

define como
Say

vV SzaSyy

e r es una medida de asociacién lineal entre las variables = y y.

T =

e Se puede mostrar que r € (—1,1).

e r = 1 indica una relacién lineal directa x = a 4+ by, con b > 0. r = —1
indica una relacion lineal inversa = = a + by, con b < 0. r = 0 indica que
no hay una relacién lineal entre las variables.

o Se puede mostrar que 2> = R2, donde R? es el coeficiente de determina-

cién de la regresion de y sobre x.

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) eg E Semestre 2018-2



Coeficiente de correlacién de Pearson
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