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Planteamiento

¢ El modelo de regresién lineal miltiple (RLM) es una extensién del modelo
RLS ya que se modela una variable aleatoria Y condicional a un conjunto

de variables auxilieres X1, ..., X,,, mismas que se asumen no aleatorias.

e El modelo RLM queda especificado por las siguientes ecuaciones

E(Y|X1:xl,...,Xn:xn):ﬁo—l—ﬁlxl—i—...—i—ﬁpxp,
VY |Xi=21,..., X, =2,) = 07,

donde By, B1,...,8, € Ry 0 € Rt son los pardmetros del modelo y z;

representa un valor particular de la variable Xj.

e El objetivo es estimar By, B1,...,8, ¥y 02 a partir de un conjunto de

observaciones de la poblacién

(@11, -+, 21p, Y1), oo (Tp1y o ooy Tp, Yoo
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Planteamiento

e Es util representar el modelo anterior en forma matricial, ya que esto
simplifica la notacién y facilita la manipulacién de las expresiones al

realizar las inferencias.
e Se denota por B el vector de coeficientes del modelo, 8 = (8o, B1, - - -, Bp) L.

e Para simplificar la notacién, se denotara por x; al vector (1, zi1,. .., Tip),
donde z;; denota la medicién de la j-ésima variable del ¢-ésimo elemento
de la muestra, i =1,...,nei=1,...,p.

e De esta forma

BE(Yi|x;) = x! 83, i=1,...,n,

donde condicionar con respecto a x; es para simplificar que se condiciona

con respecto a X = x;1,..., X, = T;)p.
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Planteamiento

e Al igual que en el modelo simple, es util representar a Y; como
Y;:xZT,B—&—eZ-, i=1,...,n.

donde ¢; es un error aleatorio que representa la variacién que tiene Y;

alrededor de su valor esperado.

e De la representacién anterior se sigue que

E(ei|xi):0 y V(€i|xi)202- Z:].,,’I’L
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Supuestos del modelo RLM

Dado el conjunto de observaciones observaciones
(xla Y1)7 <x27 }/Q)a ceey (xnaYn>7

los primeros tres supuestos del modelo RLM son:

1. Linealidad

E(Yi|x)=x;8, i=1,...,n
2. Homocedasticidad (varianza constante)
V(Yi|Xi)=02, i=1,...,n.

3. No correlacion

Cov(Y;,Y; | x4,%x5) =0, ,j=1,...,nei#j.
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Supuestos del modelo RLM

Los supuestos 2 y 3 se pueden expresar en términos de los errores como sigue

2’. Homocedasticidad (varianza constante).
Ve | x;) = o2, i=1,...,n.
3’. No correlacion.
Cov(e;, €5 | x4,%5) =0, ,j=1,...,nei#j.

El supuesto de no correlacién implica que la forma en que dos observaciones
cualquiera Y; y Y; varfan alrededor de su valor esperado, no tiene ninguna

asociacion lineal.
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Estimaciéon puntual

o Para facilitar la resolucién del problema de estimar 3 v o2 se definen

Y 1 211 x12 -+ 21

Y, 1 o1 @2 - 9
Y= y X=

Yn 1 Tpl Tp2 - Tnp

e La matriz X recibe el nombre de matriz de diseno.
e Con lo cual el modelo queda expresado como Y | X ~ F(Xg3,021,,), esto
es, B(Y|X)=XB8y V(Y |X) =c%1,.

e Si se define € = (e1,...,€6,)7, entonces el modelo queda representado
como Y = X3+ € con €| X ~ F(0,,0°T).
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Estimaciéon puntual

e Si B es un estimador de 3, se definen los correspondientes vectores de

valores ajustados y de residuos son, respectivamente
Y=XB y ¢&=Y-Y,

respectivamente.

e Si B es una realizacién de 3, calculada con una realizacién y de Y,

entonces las correspondientes realizaciones de Y y & son
y=XB 'y é=y-v,

respectivamente.
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Estimacion por Minimos Cuadrados (MCO)

Entonces, la funcién suma de cuadrados de los errores se define como
Q(B)=ee=(y-XB) (y - Xp)

El estimdor de MCO de 3 es el vector B tal que @ (B) es minima.

Primero se debe notar que
Q(B) =y'y —2y'XB + B X'XB
Entonces:

VQ(B) = 2Xy+2X'XB=0 = XXB=Xly.
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Estimacién por MCO (cont.)

Las ecuaciones del sistema (expresado en forma matricial)
X'X3 =Xy

reciben el nombre de ecuaciones normales. Si la matriz de diseno X es de
rango completo (por columnas), entonces X’'X es de rango completo y por lo

tanto, invertible. Entonces, la solucion al sistema de ecuaciones normales es

B=(x'X)"'Xly.
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Estimacién por MCO (cont.)

Para verificar que @ (3) tiene un minimo en 3 utilizamos el criterio de las

segundas derivadas parciales. Es sencillo mostrar que
Hq (B) = 2X'X

que no depende de 3. Si v es un vector de dimensién p + 1 diferente de 0, y

definimos u = Xv, entonces
v X'Xv = (Xv)l Xv =u'u

Como asumimos que X es de rango completo (por columnas), Xv # 0. Luego,
X’'X es positiva definida.
Por lo tanto, ,3 es el estimador de MCO del modelo RLM.
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Teorema de Gauss-Markov

En el modelo RLM Y = X3 + e, bajo las hipétesis:
° €~ (0,021).

e X de rango completo.

el estimador de MCO de 3 es el MELI (BLUE). Es decir, ,5' es insesgado para
By si ,é es otro estimador de insesgado de B y v es un vector de dimensién
p + 1 distinto de 0, entonces v’V (B) v>v'V (ﬁ) v

Semestre 2018-2
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TGM: demostracion

Como € ~ (0,021 se sigue que Y ~ (X, 02T). Luego,
E(B)=E((XX)"'XY)
= (X'X) ' X'E(Y)
= (X'X)'X'X3
=p.
Entonces, vbet es insesgado para 3.
v (,6') —v ((X’X)‘1 X’Y)
- ((X/X)*1 X') V (Y) ((X’X)*1 x’)'
=2 (X'X) T XX (X'X)
=02 (X'X)7!

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) egresién multiple Semestre 2018-2



TGM: demostracion

Sea ,C:} otro estimador lineal insesgado para 3. Es decir, existe una matrix
A (pi1yxn tal que B = AY. Como se pide que /3 sea insesgado para 3 se debe
cumplir
E (ﬁ) — E(AY)
=AE(Y)
= AXg.
Lo anterior implica que AX = I,;;. Ahora sea C(,11)x, tal que A =

(X'X) ™! X/ + C. Es facil verificar que CX = 0. Ahora calculamos la varianza
de B

1% (ﬁ) — V (AY)
— AV (Y) A




TGM: demostracion

Sea v un vector de dimensién p4+1y u = C'v, entonces v'CC'v = (C'v)' C'v =

u’u > 0. Entonces,
v'V (B) v=vV (,3) v+0*V/'CC'v > VvV (ﬁ) V.

Por lo tanto, el estimador de MCO de 3 es el MELI.
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La matriz sombrero H

Dado que ﬁ =X'X'X/ Y, el vector de valores ajustados se puede escri-

bir como

Y =X38=XXX)'XY.

La matriz X (X’X) ™" X/ se conoce como matriz sombrero (hat) y se de-

nota por H. El nombre se debe a que H le pone el sombrero a Y.

El vector de residuos ahora se puede escribir como

E=Y-Y=(I-HY

Se puede mostrar que H es simétrica e idempotente y en consecuencia,

I — H también lo es. Entonces, la SC residual se puede escribir como

SCorror =Y' I-H)Y
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Estimacion por Maxima Verosimilitud

Para hacer estimacion por intervalos y pruebas de hipotesis debemos agregar

el supuesto de normalidad multivariada en los errores
e~N,(0,,0’I,) = Y~N,(XB,L,)

Recordemos que en el caso general si Y ~ N, (i, X) la desdad de Y estd dada

por
fly) = @2m) PP 2| "V 2exp {—% (y—n)'="'(y- u)}

Entonces, la verosimilitud de Y en el modelo RLM es

L (167(72|y’X) = (27T0’2)_n/2 exp {—%

(v - XB) (y - xm}

£(8,0%ly,X) =log L()) = 5 log (2m) — = logo? — 5 (y ~ XB)' (y — XP)

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) € 6n multiple



Estimacion por Maxima Verosimilitud

Debemos maximizar ¢ (,6, o2y, X) con respecto a B y o2. Primero derivamos

para encontrar los puntos criticos

0 __1 , -
0 o n 1 I
@f——ftz‘F@(y—Xﬂ) (y — XB)
Entonces
a _ i _ li
D0 = o*=ty-x8)(y-x8)
do2 T n Y y

La solucién para o? depende de 3 y la solucién para 3 es la misma que por
MCO. Entonces, si X es de rango completo, los EMV son
1 AN/ .

(y-x8) (v-x8).

n

B=XX)"'Xy y &
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Propiedades de los EMV

e Como el EMV de 3 coincide con el EMCO, se sigue que
E(B)=8 v Vv(B)=cxx)"
e Ademads, por el supuesto de normalidad, se sigue que
B~ Np (802 (X'X) 7).

e Para determinar las propiedades de 62 es necesario presentar algunos

resultados sobre de formas cuadréticas, ya que

1
?=-Y(I-HY.
n
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. . . ‘) ¢
Distribuciones x? y x> no central

Distribucién x? no central

Sean Xi,...,X, son v.a. normales independientes tales que E(X;) = u; y

V(X;)=1,i=1,...,n. Entonces, la variable aleatoria Y dada por

= zn:Xf
i=1

tiene distribucién x? no central con n grados de libertad y con pardmetro de

no centralidad A\ = Y, u?, lo que se denota como Y ~ XI(’QI'L NE

Cuando A = 0, la distribucién X'(i x) S€ reduce a la distribucion X% )
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. . . ‘) ¢
Distribuciones x? y x? no central

Distribucion x2 central

0.00
|

Distribucién )(2 no central, n =5

N2 01O
o o

> > > >

0.00
|
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Distribuciones de formas cuadraticas

Teorema

Sean Y ~ Ny (p,I), Agxq, Bgxg son matrices simétricas e idempotentes de

rangos 71,72 < k, respectivamente, y C,x, de rango completo, entonces:
/ 12
0 Y'AY ~ X(r1,u'Ap):
® Y'AY 1 Y'BY siy sélo si AB = 0,q.
® CY L Y'AY siy sélo si CA = 0,,.

6n multiple Semestre 2018-2



Propiedades de los EMV

Resultado

En el modelo RLM, como Y ~ N, (X,B, 021) y la matriz I — H es simétrica

e idempotente de rango n — p — 1, se sigue que

2
no- SCerror

02 o2
Ademés, por ser (X' Xf1 X’ de rango completo y
(X'X)"'X'(I-H) =0,

se sigue que B L SCepror, por lo que 3 L G .

2
~ X(n—p-1)

Semestre 2018-2
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c ~9
Propiedades de 6°

e Del resultado anterior se sigue que
n—p—1
E(5%) =252
n

2 2

Luego, 6° no es insesgado para o*.

e Se puede definir el siguiente estimador insesgado para ¢? a partir de 2

R 1
012\/100 = n—p— 1SCerror-

La notacién MCO es solamente para distinguir este estimador de 2. En
realidad el método de MCO no proporciona un estimador de o2.

e Para comparar 62 y &%/ICO se utilizar el ECM. Al igual que en el modelo

RLS, 42 resulta ser mejor estimador que 6%400’ a pesar del sesgo.
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Inferencias para o?: intervalos de confianza

o De los resultados anteriores se tiene una cantidad pivotal para o2

SCET‘TOT‘

2
02 Xm-p-1)

e Para a € (0,1), un intervalo de confianza 100(1 — ) % para o2 esta dado

SCe’M‘o’r SC&T’I‘OT
Xnmp-n) (1 = 02) Xy gy (1)

con aq,as > 0 tales que ay + as = a.

por

e Como ya se ha mencionado, los valores de a7 y as que proporcionan
el intervalo de menor longitud deben obtenerse numéricamente, aunque

siempre es posible utilizar oy = s = a/2.
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Inferencias para o?: pruebas de hipétesis

o Para contrastar hipétesis sobre o2 se utiliza el estadistico

S — SCE’;’T’OT
)

con o3 > 0 una constante conocida (que se fija en Hp).

e Para contrastar las hipétesis Hy : 02 = 02 vs. Hy : 02 # 03, la regla de
decision es rechazar Ho si S < x2%_, ;(a/2) osi S >x;_, 1 (1—a/2).

e En la siguiente tabla se resumen las dos pruebas de una cola.

Hipotesis Regla de rechazo

Hy:0*<ogvs.Hi:0*>05 | S>xp_, 1 (1—0a)

Hy:0?> 02 vs. Hy:0? < o} S<xz_pi(a)

e En los tres casos el tamano de prueba es a.
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Regiones de confianza

Como 3 es un vector, se pueden construir regiones de confianza para el vector

completo o intervalos de confianza para c.l. de su componentes.

Definicién (regién de confianza)

Sea una muestra aleatoria Y7, ...,Y,, de una distribucién F(y|@). Una regién
de confianza 100(1—«) % para 6 es un conjunto aleatorio C' = C' (Y1,...,Y,)
tal que

P(C>30)>1-a.

Dada una regién de confianza para 0, se puede construir una prueba de hipdte-
sis para contrastar Hy : @ = ¢ vs. Hy : O # 0, para algiin vector de constan-
tes conocidas 0y, con regla de decisién rechazar Hy si 8y ¢ C, con un tamano

de prueba .
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Regiones de confianza

Sabemos que 3 ~ Npt1 (,@, o (X’ X)_1>, entonces es facil mostar que
. / .
(8-8) XX (B-8)/o* ~ Xy
Ademés, como (n —p —1)63,00/0% ~ X%—p—l vB L 62100, Se sigue que

(55 xx(5 )
Gircolp+1)

~ Flpt1,n—p-1)-
Por lo tanto, una regién de confianza 100(1 — o) % para 3 esta dada por

(o) xx(3-v)

C=<beRPtl; —
o3colp+1)

(1-a)
< F(p-i-l,n—p—l)
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Regiones de confianza para (3

Una prueba de hipdtesis para contrastar

Hy: B =70, vs. H,:B# 03,

consiste en rechazar Hy con un tamano de prueba « si

(B 80) xX (8- 8,)

,3 C < - > F 1,n—p—1 (&
0 ¢ 0'12\/100(17 i 1) p+1,n—p ( )
donde F((pl—‘:lo?z—p—l) denota el cuantil 1 — « de la distribucion F,i 1, p—1)-
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Intervalos de confianza para a’3

e También es posible construir intervalos de confianza para c.l. de las com-

ponentes de 3, de la forma a’3, con a € RP*! conocido.

e Por las propiedades de las distribucion NMV
a'(3-B)
oy/a (X'X) 'a

e Si se divide la expresién anterior por la rafz de 63,,,/(c%) para eliminar

a 02, resulta que

a'B~ N, (a’,@, o?a’ (X'X) ! a) ~ N(0,1).

(e B
n—p—1)-
&MCO\ ja’ (X’X)_l a

e Esta tiltima expresién es una cantidad pivotal para a’(3.
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Intervalos de confianza para a’3

e Un intervalo de confianza 100(1 — «) % para a’(3 esta dado por

a’,@ + t&_—i/—?) &MC’O\/ a’ (X’X)_l a.

a—= Ig+1)

e Cuando es de la forma , entonces a’3 = 3;, para i =0,...,p.

Luego, un intervalo de confianza 100(1 — «) % para 3; esta dado por

Bi %12 Garcon (XX);!

n—p—1)

donde f; es la i-ésima entrada de 3y (X’ X)i—i1 es el i-ésimo elemento de
la diagonal de (X'X) ™"

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) eg altiple Semestre 2018-2



Contraste de hipétesis sobre a’3

e Para contrastar hipdtesis sobre a’3 se utiliza el estadistico
aB—b
OA'Mcoy/ a’ (X’X)_l a

y b es una constante conocida (que se fija en Hy).

T =

e Las tres pruebas de interés se resumen en la siguiente tabla

Hipétesis Regla de rechazo
Hy:a'B=0bvs. H :a'B#b | |T]| >t8;z/_21))
Hy:aB>bvs Hy:aB<b| T<tl
Ho:a'B<bvs Hy:aB>b| T>t("%
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Contraste de hipotesis sobre (3;

Las pruebas de hipdtesis para §; se resumen en el siguiente cuadro

Hipotesis Regla de rechazo

Hy:fBi=bvs Hy: B #b | |T] >0

Hy:fi>bvs Hy:fi<b| T<to)

Ho:Bi<bvs. Hi:B;>b| T>t0"%
donde R

p_ Bi=b
Frcor (X X);!

y b es una constante conocida, para ¢ =0,1,...,p.
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Intevalos de confianza para E(Y |x¢) v Y | xq

Otro caso particular son los intervalos de confianza para la respuesta media
y los intervalos de prediccién.

Supongamos que x* = (:c{, . ,:c;;)/ es un vector de constantes fijas y co-
nocidas, un estimador del valor esperado de Y dado X = x* es X()B, con
xo = (1,x*)".

Un intervalo de confianza 100(1 — «) % para E (Y|x*) estd dado por

X0B % tn_p_a(@/2)6mc0\/ x4 (X' X) " xo.

También es posible hacer pruebas de hipétesis sobre E (Y|x*), basta adecuar
las reglas de decisién anteriores. Un intervalo de prediccién 100(1 — ) % para

una nueva observacion de Y dado X = x* estd dado por

xpB + tn pala/2)Grc0 \/1 +x} (X/X) " xo.

La justificacién de este resultado es similar al caso del modelo RLS.
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Intervalos simultdneos para a’3: Hoteling-Scheffé

Si a’ es un vector de dimensién p + 1, sabemos que
Gl

~ tn—p—1~
ucor/a (X'X) 'a

T, =

o equivalentemente

¥(5-8) (3-8)s
e )T

Es sencillo mostrar que

max (p+1)7'T7 = (B ~ ﬂ),XIX (ﬁ ~ 'B)

acRe 1 (p+1)6%c0

~ Fp—l—l,n—p—l .

* El resultado anterior se usé para construir regiones de confianza para 3.
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Intervalos simultaneos para a’3: Hotelling-Scheffé

Por lo tanto, para todo a € RP*! se cumple
P(T2<K,)>1-a

con Ko = (p+1)Fpt1n—p-1(a). O equivalentemente

(o)

&MCO\/ a’ (X'X)_l a

De donde se obtiene un intervalo de confianza 100(1 — «) % para a’8 si-

Pl -VEKq< SVEKa| 21-a

multdneo para todo a € RPT!

a'p IS a'B+ 6rcoy Kqea (X'X) ' a.
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La hipotesis lineal general

El caso méas general que podemos considerar es hacer inferencias sobre A3,
donde A es una matriz de dimensién g x (p + 1) de rango completo, que
representa hacer inferencias sobre varias combinaciones lineales de las com-
ponentes de B8 de manera simultdnea Podemos proceder como anteriormente

si consieramos que
AB~ N, (AB,0*A(X'X)'A)
Por lo que podemos justificar facilmente que
A _ _1 A
(B-B)A (AX'X)'A) A(B-B)
963rco
Podemos utilizar el resultado anterior para construir una regién de confianza

~ Fyn—p-1

y probar hipétesis sobre A3. Por ejemplo, la hipdtesis que establece el analisis

de varianza

Hy:1=...=8,=0 VS. Hy : 5; # 0, para algin i.
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La hipotesis lineal general

A continuacién vamos a derivar la prueba del cociente de verosimilitudes ge-

neralizadas para contrastar las hipdtesis
Hy: AB=a vs. H,: AB # a.

con A como antes y a un vector dimensién ¢ conocido y constante.

El méximo de la verosimilitud bajo Hy se obtiene de la manera usual y
anadiendo la restriccién Aﬁ = a, que se trata de un problema de optimi-
zacion con restricciones de igualdad por lo que podemos utilizar la técnica de
multiplicadores de Lagrange para resolverlo.

Se puede mostrar que la solucién al problema anterior se obtiene en

Semestre 2018-2



La hipotesis lineal general

El méximo de la verosimilitud sin restricciones se obtiene al evaluar en los
EMV

B=XX)'Xy v 0=y XB)(y - XP)

Con los resultados anteriores es sencillo verificar que

Lo = (27r52)n/2 exp { 212 (y—XB)(y - XB)}

- (27r62)7n/2 exp {—g}
b= @r?) e | oty - X8y (v - X))
- (27r&2)_n/2 exp {—g}

Luego, el cociente de verosimilitudes generalizadas es

WL (a_)/ ) ((y—x@'(y —x@)”/z
g (y = XB)(y - XB)
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La hipotesis lineal general

La prueba de razon de verosimilitudes generalizadas tiene regién de rechazo

A:<(Y—XB)’(Y—XB)>n/2<k o XD -XD)

(v —Xp)(y - Xp) v Xp)y _Xp) "

Es sencillo, pero un poco fastidioso mostrar que

n-p-1 ((y ~XB)(y —XB) _ 1) _ (AB—a) (AX'X)'A) (A~ a)

7 P )
q (y —XB)'(y — XB) 9%Mmco
que bajo Hy tiene una distribucién F ,_,_1.
Con esto justificamos todos los resultados anteriores obtenidos a partir de

cantidades pivotales.
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La hipotesis lineal general

La clave del resultado anterior es escribir B = ,@ - C(A,@ —a), con
C=(X'X)'A (AX'X) A
Asf al desarrollar

(y —XB)(y - XB) = (y - XB)'(y — XB)
—2(AB —a)'C'X'(y — XB)
+(AB—a) (AX'X)"'A) T (AB - a)

Por 1ltimo se debe verificar que

(AB —a)'C'X'(y — X3) = 0.
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Inferencias para (3: resumen

Todas las inferencias de interés sobre 3 se pueden hacer a partir del resultado

(B-B)A (AX'X)'A) " A(B - B)

~2
4%yco

con A de dimensién ¢ x (p+ 1) de rango completo, ¢ < p + 1.
o Inferencias individuales y simultdneas sobre los componentes de 3.
e Estimacién y prediccién de nuevas observaciones.

o Inferencias individuales y simultdneas sobre combinaciones lineales de

los componentes de 3.

Para las inferencias simultaneas se pueden utilizar regiones de confianza o

bien usar intervalos de confianza simultaneos.
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Andlisis de varianza

El objetivo del andlisis de varianza (ANOVA) es determinar si el modelo
Y =80+BX1+...+B8Xp+e
explica mejor la variabilidad en Y que el modelo més simple
Y =05y +e

Tradicionalmente el ANOVA se explica a partir de la descomposicién de
SCTC como suma de SCrey ¥ SCerror y sus interpretaciones. Aunque es
véalido hacerlo de esta forma, también es posible justificar el ANOVA a partir
de una prueba de razén de verosimilitudes generalizadas. El juego de hipétesis
es

Hy:p1=...=0,=0 vS. H, : 3; # 0, para algun i.
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Andlisis de varianza

Primero consideremos la varianza total en Y

n

SCro = (y:—9n)*

i=1
Esta suma representa la varianza residual o no explicada por el modelo mas
simple, que se establece en la hipdtesis nula. Después tenemos la varianza
capturada por el modelo

n

SCrey = 3 i — 1)
i=1
Por ultimo tenemos la varianza residual o no explicada por el modelo més
completo, que se establece en la hipdtesis alternativa.

n

SCerror = Z(yz - :‘71)2
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Andlisis de varianza

Las sumas anteriores se pueden escribir como formas cuadraticas como sigue
/ ]‘ / 1 /
SCTC:y I_EJ y Screg:y H_EJ y Scerror:y (I_H)3
Con las expresiones anteriores es facil probar que
SCTC = SCreg + SCerror-

Regresando a la prueba de hipdtesis, si la varianza residual del modelo més
completo es mucho menor que la varianza residual del modelo més simple,
hay evidencia en contra de Hy, por lo que la prueba de hipétesis tendria una
region de rechazo de la forma

SCET’I’OT

— <k
SCrr

donde k debe ser determinada por el nivel de significancia.
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Andlisis de varianza

Por la descomposicién de SCr¢ tenemos la siguiente equivalencia

SCE’I‘TO’I‘ < k' PN SC’!’EQ

Sth SCerror -

donde k debe ser determinada por el nivel de significancia. Ahora, de los

resultados sobre formas cuadraticas sabemos que
o SCpeg/0? ~ X>(k5+1,>\)’ con A =G'X' (H-1J) Xg.
L4 SC’er'f‘or/U2 ~ X%n_p_l)a y
° SCreg L SCerror-

Por lo que
SChe
F .= g/p ~ F(* ep— 1)
Scerror/(n i 1) P
donde Fj, ., representa una distribucién F' no central con p g.l. en el

numerador, n —p — 1 g.l. en el denominador y pardametro de no centralidad .

Javier Santibanez (IIMAS, UNAM) eg ey Semestre 2018-2



Andlisis de varianza

Bajo Hy, 8 = (Bo,0,...,0) por lo que X3 = $y1,. Luego

1
B'X'(H - EJ)Xﬂ =0.
Entonces, bajo Hy

SColy
Scerror/(n —PpP— 1) (p:n—p-1)

F =

y podemos definir una prueba para contrastar Hy con el estadistico anterior.

La regla de decisién es rechazar Hy con un nivel de significancia « si

F > F(p,n—p—l) (OZ)
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Andlisis de varianza

La prueba anterior también puede obtenerse a partir de cociente de vero-
similitudes generalizadas. Recordemos que para la hipétesis lineal general

Hy : AB = a el estadistico de prueba es

(AB —a) (AX'X)'A) " (AB —a)

F= —
4% yco

Si elegimos A = (0 | I,) y a = 0, recuperamos la hipétesis que se prueba con
el ANOVA, sélo hace falta verificar que la prueba el mismo. En concreto, hace

falta verificar que
. o 1
BN (AXX)'A) A=y (H - EJ> v,

lo cual es muy sencillo... (no es cierto).
Como consecuencia, el ANOVA es un caso particular de la hipétesis lineal

general.
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Resultados auxiliares

Para verificar el resultado anterior resulta muy 1til escribir a X en forma
particionada como (1 | Xy), donde X; la matriz de datos. Con esta definicidn,

se puede comprobar que

Donde S = X/ (I—- 1J)X; es la matriz de cuadrados y productos cruzados de
X yx= %X’ll es el vector de promedios de las columnas de Xj.

También es importante notar que premultiplicar por A = (0 | I,) equivale a
eliminar la primerla fila y posmultiplicar por A equivale a eliminar la primera

columna.

6n multiple Semestre 2018-2



Andlisis de varianza

También es posible justificar el ANOVA directamente maximizando la vero-
similitud con la restriccién 31 = ... = B, = 0, en cuyo caso la verosimilitud

se reduce a

n/2 1
L = (270?) / EXP{—ﬁ(yz‘ - ﬂ0)2}
Que se maximiza cuando fy = § y &% = L 37 (y; — §)? = SCrc/n. Luego,
Ly x (SCTC)_n/2

Con este resultado y el obtenido anteriormente se sigue que la regién de re-

chazo de la prueba de cociente de verosimilitudes generalizadas es de la forma

SCETTO’I‘ < k <:> SCTEg

SCro SCorror €

que son los mismos resultados que obtuvimos estudiando solamente las sumas

de cuadrados.

6n multiple Semestre 2018-2



Tabla ANOVA

La prueba que se hace en el ANOVA se conoce como prueba F' y es muy
importante en el andlisis de regresion, pues nos indica si realmente existe
algin efecto de las variables independientes y la variable respuesta. Cuando
no rechazamos Hj, entonces el modelo de regresiéon planteado no es valido.

Los resultados de la prueba F' se resumen en la tabla ANOVA.

F.V. G.L. S.C. C.M. F

Reg p y'(H- )y SCreq/p CMyeg/CMerror
Error | n—p—-1| y(I-H)y | SCerror/(n—p—1)
T.C. n—1 y'(I-21T)y SCrc/(n—1)
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Coeficiente de determinacion vs R

También en el modelo RLM el coeficiente de determinacién sirve como una

medida del ajuste del modelo. Se calcula como en el caso simple

. SC’TSQ _ 1 SC’ETT’OT

2
=56 =1 SCro

El coeficiente R? tiene el problema de que siempre crece conforme vamos
incluyendo mas variables lo cual crea un conflicto al momento de querer se-
leccionar modelos pues si utilizamos el R? para determinar el mejor modelo,
siempre seria mejor el modelo con mas variables, lo cual no necesariamente es
cierto. Para resolver este problema se define el R? ajustado, que penaliza el

nimero de variables que tiene el modelo. Se calcula como

Scerror/(n —p— ]-) -1— CMerror
SCTc/(TL— 1) CMTC

RZdj =1-
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Casos patologicos del ANOVA
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Casos patologicos del ANOVA
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Casos patologicos del ANOVA
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Ajuste del modelo

e Al igual que en el modelo RLS, se define el coeficiente de determinacién

del modelo como
SC@T’I‘OT

SCr¢ -

o Para el modelo RLM se tiene el problema que R? es creciente en p, es

RZ=1-

decir, la variacién explicada por el modelo siempre crece cuando de

incluyen mas variables en el modelo.
e Para corregir esta situacién se utiliza el R? ajustado por la complejidad
del modelo, definido como sigue

OM@TT‘OT‘

R, =1———""",
CMrc

adj —

e La interpretacién de Ridj es similar a la de R? y se puede utilizar para
comparar dos modelos, sin embargo, la comparacién solamente es vélida

cuando ambos modelos incluyen a fy.
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