Regresién miiltiple y otras técnicas multivariadas | Semestre 2018-2
Tareas 6 y 7
Fecha de entrega: 19 de abril

Algebra lineal y matrices
1. Escribir las siguientes matrices.
a) A ={a;;}, donde a;; =i+ j, parai=1,2,3y j=1,2.
b) B = {by}, donde by; = k!, parak=1,...,4yt=1,2,3.
¢) C={crs},donde ¢, =3r —2(s—1). parar=1,...,.4ys=1,...,5.

3 6 B 1 0 3 2 1 1
Y = 3 X = = .
21 0 -1 -1 1 0 v -1

2. Para

a) Calcular AB y A'B.
b) Calcular (A + A’)B y verificar que el resultado es igual a AB + A’B.

¢) Calcular BB’ y BB y verificar que tr (BB') = tr (B'B).

)

)

)

d) Calcular Bx, B'Bx, x'B'Bx, (Bx)' (Bx) y verificar que x’B'Bx = (Bx)' (Bx).

e) Calcular Ay, A’Ay, y'A’Ay, (Ay)' (Ay) y verificar que y'A’Ay = (Ay)’ (Ay).
)

f) Verificar que A? — 4A — 91y = Ogyo.

3. Para
1 2 3 6 0
X = 0o -1 -2 y Y=| -3 ,
-1 0 7 0 —5 2

calcular X2, Y2, XY, YX y verificar que

(X+Y)’=X>+XY +YX+ Y2

4. Dadas
1 0 2 1 3 0 6 5 7
A=|(011]|, B= 4 -1 y X=12 2 4|,
2 0 2 3 0 3 3 6

mostrar que AX = XB atn cuando A # B.



5. Sean p y ¢ nimeros reales positivos tales que p + ¢ = 1. Se definen las matrices

P 2pq ¢* p q O
P=1p* 2pq ¢ y T=105p 05 05¢ |,
p* 2pq ¢ 0 p ¢

Mostrar lo siguiente:

6. Para Iy J de dimensién n y niimeros reales p, q,r, s tales que p 20y p + ng # 0:

a) Escribir la matriz pI + ¢qJ para n = 4.
b) Mostrar que (pI + ¢J)(rI+ sJ) = prI+ (ps + qr + ngs)J.

¢) Simplificar

1 q
pI+qJ<I— J>.
( )P p+ng

d) Explicar por qué JXJ = z..J, donde X = {z;;} es una matriz cuadrada de dimensién n y x..

es la suma de las entradas de X, es decir, .. = 37" 4 77 5.

e) Probar que I — %J es idempotente pero I — J no lo es.
7. Sea A una matriz de dimensién m X n y x un vector de dimensién n.

a) Mostrar que el determinante de x1/, es 0.

b) Si A1, = 0,, explicar por qué |A| = 0.

8. Explicar por qué el determinante de una matriz diagonal es igual al producto de los elementos de
su diagonal. ;Sucede lo mismo con las matrices triangulares superiores o inferiores? Dar un ejemplo

de cada caso.

9. Sin calcular los determinantes, sugerir valores de x que satisfagan las siguientes ecuaciones:

T T x
a) |2 -1 0| =0.
7T 4 5
1 r x?
b) | 1 2 4]=0
1 -1




4 z =
c) |z 4 =0
z z 4
4
d) =0
4 x
o e o3 L L
10. a) Si A= , calcular |A| y A™" y verificar que AA™ = A7'A =1.
5 12
: _ 3 —4 -1 : -1 -1
b) Si B = . calcular |B| y B~ y verificar que BB~ = B™'B = Is.
6 —1 4
11. SeaA=1|2 5 -3 [,
1 1 2

a) Calcular A~! y la inversa de A’. Verificar que (A1) = (A/)"".

b) Calcular la inversa de A~y verificar que (A_l)_1 =

1 -1 —13 1
12. Parax; = | 2 |, Xo = 3|, x3= —1 | yxg4=| 1 |, mostrar lo siguiente
1 2 2 0

a) X1, X2 y X3 son linealmente dependientes y encontrar la relacién lineal entre ellos.

b) x1, X2 ¥ X4 son linealmente independientes y encontrar la relacién lineal de ellos que es igual

!/
al vector a = [ a b c } , para cualesquiera ntmeros reales a, by c.

Probabilidad

13. Se lanzan dos dados balanceados. Encontrar la funcién masa de probabilidades conjunta de X y Y
en cada caso.
a) X es el valor mas grande y Y es la suma de los valores obtenidos.
b) X es el valor del primer dado y Y es el valor mas grande.
¢) X es el menor valor y Y es el valor mas grande.
14. Se sabe que un lote con cinco transistores contiene tres defectuosos. Los transistores son probados
uno a la vez hasta que se identifica a los defectuosos. Sean Nj el nimero de pruebas realizadas hasta

que se encuentra el primer transistor defectuoso y Na el niimero de pruebas adicionales hasta que

se encuentra el segundo transistor defectuoso.



a) {Cuéles son los posibles valores de N7 y de Ny?

b) Encontrar la funcién masa de probabilidades conjunta de N1 y Ns.

d

)
)
c¢) Encontrar las funciones masa de probabilidades marginales de Nj y No.
) iSon Nj y Ny variables aleatorias independientes? Justifique su respuesta.
)

e) Calcular Cov(Ny, N2) y Cor(Nyi, Na).

15. La funcién de densidad conjunta de X y Y estd dada por

E(x2+%), si0<z<l1l, 0<y<2,
fz,y) = ?
0, de otro modo.

a) Encontrar el valor de k tal que f(z,y) es realmente una funcién de densidad bivariada.

b) Encontrar las funciones de densidad marginales de X y Y.

)
)

c) ;Son X y Y variables aleatorias independientes? Justifique su respuesta.
)

d) Calcular Cov(X,Y) y Cor(X,Y).

16. La funcién de densidad conjunta de X y Y estd dada por

17.

18.

19.

kxexp{—(z+y)}, six>0, y>0,
fla,y) =
0, de otro modo.
a) Encontrar el valor de k tal que f(z,y) es realmente una funcién de densidad bivariada.
b) Encontrar las funciones de densidad marginales de X y Y.

¢) ;Son X y Y variables aleatorias independientes? Justifique su respuesta.

&

)
)
)

d) Encontrar la funcién de densidad condicional de X dado Y = y, para cualquier y > 0.
) Encontrar la funcién de densidad condicional de Y dado X = z, para cualquier x > 0.
)

f) Calcular Cov(X,Y) y Cor(X,Y).

Suponer que X y Y son variables aleatorias continuas independientes. Mostrar que

a) Pr{X +Y <a} = [% Fx(a—y)fy(y)dy.
b) Pr{X <Y} = [ Fx(y)fv(y)dy.

Si X y Y son variables aleatorias idénticamente distribuidas, no necesariamente independientes,

mostrar que

Cov(X +Y,X —Y) =0.

Sean X y Y variables aleatorias. A partir de la definicién de varianza de una variable aleatoria,

mostrar que

V(X +Y)=V(X)+ V(Y)+2Cov(X,Y).



20. Sean X, Y y Z variables aleatorias y k una constante. A partir de la definicién de covarianza, mostar
las siguientes igualdades.
a) Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
b) Cov(kX,Y) = kCov(X,Y).
c) Cov(X +Y,7Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z).

21. Sean X y Y variables aleatorias tales que V(X) =% y V(Y) = o%.

a) A partir de V (% + L) > 0, mostrar que Cor(X,Y) > —1.

oy

b) A partir de V' (% — L) > 0, mostrar que Cor(X,Y) < 1.

oy
¢) Usando el resultado que V(Z) = 0 implica que Z es constante, justificar que si Cor(X,Y) =1

o —1, entonces existen a,b € R tales que
Y =a+bX,

donde el signo de b depende del signo de Cor(X,Y).
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