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Prefacio

Los primeros trabajos sobre percolaciéon se publicaron en 1957, cuando el inglés
S.R. Broadbent, que se dedicaba a la elaboracién de caretas antigas para las minas, se

encontrd con el siguiente problema:

“El gas debe pasar a través del carbdén, penetrando los poros de éste y se-
dimentandose en sus paredes. Los poros se unen unos con otros de manera
extrana, formando laberintos intrincados, de modo que si éstos son bastante
anchos y bien enlazados entre si, el gas penetra profundamente en el filtro de
carbén. De lo contrario, el gas no logra penetrar mas alla de la superficie.”

Este fenémeno, que difiere considerablemente de los fenémenos de difusién que
se conocian, interesé al matematico J.M. Hammersley y ambos cientificos trabajaron
juntos en los nuevos procesos que llamaron de percolacion, que en inglés significa infil-
tracién. Sus aplicaciones pronto se multiplicaron, desde el estudio de las propiedades
eléctricas de semiconductores con impurezas [Efr94] hasta propiedades de catalizado-
res, polimeros y sistemas biol6gicos [Sah94].

Los modelos que estudia la percolacién de aristas se idealizan de la siguiente ma-

nera:

Se tiene un sistema de celdas dispuestas en dos o tres dimensiones de forma
regular, en reticulas cuadradas, hexagonales o ramificaciones. Estas celdas se
unen por caminos que estan abiertos o cerrados con cierta probabilidad p; y
se hace entrar por estos caminos un gas que recorre todos los caminos abiertos

posibles (en todas las direcciones posibles.)

La percolacién estudia todo lo relacionado con los caminos a los que el gas tuvo
acceso. Es claro que si la probabilidad de tener caminos abiertos es cero entonces el
gas no puede penetrar en el sistema; mientras que asignando probabilidad 1 de tener
caminos abiertos, el gas utiliza todos los caminos y llega a cada celda del sistema, por
cualquier camino posible.

La primera pregunta que se traté de responder es: jCudl es la probabilidad critica

a partir de la cual el gas se extiende por todo el sistema?

1



PREFACIO

Es decir, buscamos un punto en donde, a pesar de que la probabilidad de tener
caminos abiertos no es trivial, las regiones del sistema que pueden alcanzarse desde una
celda determinada se extiendan a lo largo de todo el sistema, que se considera infinito.

En 1959, Harris di6 una cota inferior para esta probabilidad critica en el caso
de la reticula cuadrada de dimension 2 y por mucho tiempo se conjeturé que la cota
de p = 1/2, efectivamente, era la probabilidad critica; pero sélo hasta 1980 Kesten
logré demostrarlo.

El objetivo de la tesis es desarrollar todas las herramientas necesarias para pre-
sentar la demostracién completa del teorema de Harris y Kesten que desarrollaron
Bollobéds y Riordan en [BBO06b] y [BBO07|; ademds que es una buena representacién
de las técnicas que se utilizan en el estudio de la percolacién; para esto, se dividio el
trabajo en 5 capitulos:

En el primer capitulo se presentan las definiciones generales de la teoria de graficas
y propiedades de graficas planas, se puede consultar [Bol98] y se demuestran pro-
piedades de las componentes conexas de la reticula plana Ly que seréan clave para el
estudio de la percolacion, las demostraciones se obtuvieron de [BB06a].

El objetivo del segundo capitulo es dar una demostracién formal de la Ley 0-1 de
Kolmogorov para variables aleatorias independientes, ademas de introducir los concep-
tos necesarios para trabajar los modelos de percolacién como espacios de probabilidad
con una infinidad de variables aleatorias independientes.

El tercer capitulo se dedica a justificar la construccién de un espacio de proba-
bilidad adecuado para los modelos de percolacién. En [Bil95], [Gal95] y [Bau95] se
dan construcciones para este tipo de espacios haciendo énfasis en distintos aspectos,
pero todas ellas apoyandose en el método de extensién de Carathéodory [Bar95]. La
construccién que aqui se presenta fue adaptada para utilizar solamente variables de
tipo Bernoulli.

El cuarto capitulo se dedica por completo al estudio de los umbrales de eventos
crecientes del espacio construido anteriormente. Se exponen varios resultados en torno
a éstos, como el lema de Harris, que demuestra la correlacién positiva entre eventos
crecientes y la férmula de Margulis-Russo [BB06a]; con el manejo del concepto de
frontera de un evento se da la demostracién de la ley de aproximacion a 0-1 de Russo,
[Rus82] que relaciona la medida de la frontera de un evento creciente con el umbral
de su probabilidad.

Finalmente, en el capitulo 5 se dan cotas para la probabilidad critica de percolaciéon
en reticulas cuadradas de cualquier dimensién y se define el evento de tener un cruce

de rectangulo. Con ayuda de la autodualidad de la reticula plana se obtienen cotas



PREFACIO

de la probabilidad de dichos cruces, que junto con el lema de Harris forman la base
de la demostracion del teorema de Harris; mientras que una aplicacién de la ley de

aproximacién a 0-1 es la clave para la demostracién del teorema de Kesten.






Capitulo 1

Elementos de Teoria de Graficas

La intencién de este capitulo es presentar los conceptos de la teoria de gréaficas que
son necesarios para estudiar los modelos de percolacion; nuestro principal objeto de
estudio seran las componentes conexas de subgréficas de la reticula L, cuyas aristas
se han elegido al azar. Por lo tanto, necesitamos conocer los elementos de las reticulas
que utilizaremos, asi como las propiedades que tiene Lo por ser una grafica plana
isomorfa a su dual, estas propiedades son una pieza clave para desarrollar las técnicas

de percolacion en el plano.

1. Conceptos Basicos

El concepto principal que debemos entender de una grafica es cémo se forman sus
componentes conexas; éstas surgen a partir de la idea de que los vértices se comunican
unos con otros creando caminos. La estructura de estas componentes depende en gran
medida de que todos los vértices tengan una cantidad finita de vecinos; de este modo,
tener una gran cantidad de vértices comunicados entre si es equivalente a encontar
caminos largos.

Una grdfica G = (V, E) consta de un conjunto V' de vértices y otro E de aristas.
Una arista e = (u,v) es un par no ordenado de vértices y se dice que e une a u y v,
que u y v son los extremos de e o que u es adyacente a v. La grdfica inducida por
un conjunto V' C V se obtiene de considerar sélo los vértices de V' y todas las aristas
con extremos en esos vértices. En general nos referiremos a graficas no orientadas; en
caso de que se le de una direccién a la pareja de vértices que determinan una arista, se
habla de flechas y se denota ?:ﬁ a la flecha que va de u hacia v.

Un camino P de longitud n es una sucesién de vértices P = (vg, V1, ..., Vpn—1,Vn)
tal que v; es adyacente a v;41 para toda 0 < i < n. Dos clases importantes de caminos
son las trayectorias, que no repiten vértices y los ciclos, cuyo primer y dltimo vértice
son los tnicos que coinciden.

Si para dos vértices u,v € V existe un camino P = (v = u,...,v, = v), entonces

se dice que u estd comunicado con v (u — v); y si s6lo sabemos que a partir de
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1. CONCEPTOS BASICOS 1. TEORIA DE GRAFICAS

un vértice v € V existe una trayectoria de longitud n € N lo denotamos v — n.
Esto permite dar una métrica a . Para cualesquiera dos vértices u,v, definimos su

distancia como la longitud del camino més corto que los comunica.

PROPOSICION 1.1. Si una grifica G = (V, E) tiene todos sus vértices comunicados

entre si, entonces la funcion d : V x V — R definida a continuacion es una métrica.

d(u,v) := min{n € N :  Euziste un camino de u a v de longitud n}.

DEMOSTRACION. La distancia asi definida nunca es negativa. Luego, los caminos
degenerados C = (v) tienen longitud cero y muestran que la distancia de un vértice

a si mismo es cero y si la distancia entre dos vértices es cero, entonces son el mismo

vértice.
Por cada camino C = (u,v1,...,v,-1,v) de u a v, se puede construir otro camino
C' = (v,vp—1,...,v1,u) de v a u con la misma longitud. Asi, si C tiene longitud minima

entonces C’ también, es decir, la distancia es simétrica.

Finalmente, se cumple la desigualdad del tridngulo porque dados tres vértices
u,v,w € V, cualquier camino que comunique a u con v se puede unir a otro que
comunique a v con w para formar un camino de u a w, la longitud del camino que
resulte serd igual a la suma de los dos caminos originales. Tomando dos caminos de
longitud minima podemos construir un camino que va de v a w y cuya longitud es

mayor que la distancia entre v y w,
d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

O

En general, una grafica se divide en conjuntos de vértices que estan totalmente
comunicados unos con otros y surge el concepto de componente conexa, que es la
grafica inducida por un conjunto maximal de vértices que estdn todos comunicados
entre si. Notemos que si u — v entonces sus componentes conexas coinciden, de modo
que podemos denotar C, a una componente conexa con cualquier vértice v en ella,
teniendo en cuenta que C, = C,,, para toda u € C,.

Una grdfica G = (V, E) es plana si sus vértices son puntos en el plano, cada arista
se considera un arco en R? con extremos en los vértices que la determinan y ademés
de sus propios extremos, una arista no contiene ningiin vértice ni cualquier otro punto
de una arista distinta y las caras corresponden a cada regién aislada que se forma en
R2. Las grdficas no aplanables son aquéllas que no pueden ser representadas como

una grafica plana, entonces sin importar como se coloquen los vértices en el plano, ni

6



1. TEORIA DE GRAFICAS 1. CONCEPTOS BASICOS

(a) Gréfica Plana (b) Gréfica no aplanable

FiGuRrA 1. Dos tipos de gréficas

como se dibujen las aristas, siempre podemos encontrar al menos dos aristas que se
intersectan sin cumplir la condicién de arriba.

Un ejemplo de grafica no aplanable es la K3 3 que consta de 6 vértices y 9 aristas
como en la Figura 1(b). Notemos que K3 3 tiene sélo ciclos de longitud par, asi que si
fuera aplanable cada cara estaria delimitada por un ciclo de longitud mayor a 4 y cada
arista estaria en exactamente dos caras. De modo que al sumar el niimero de aristas
por cada cara estamos contando dos veces el namero de aristas y por lo menos 4 aristas
por cada cara, asi

4F < 2F;

esto, junto con la férmula de Euler, V — E 4+ F = 2, nos lleva a una contradiccion; por

lo que la grafica K3 3 no es aplanable.

TEOREMA 1.2 (Férmula de Euler). Consideremos una grdfica plana conezxa y finita
G. Si denotamos por V, E y F al numero de vértices, aristas y caras de G respectiva-
mente; entonces

V-E+F=2

DEMOSTRACION. Tomemos una grafica G con V vértices, FE aristas y F caras.
Usamos induccion sobre el niimero de ciclos de una grafica. Si una arista e forma parte
de un ciclo entonces estd separando dos caras de la gréafica y considerando una grafica
G’ con los mismos vértices y aristas pero sin la arista e, tendremos una arista menos
pero también una cara menos. Asi que la grafica G cumplird la férmula de Euler si y

solo si la grafica G’ lo hace. Sélo falta probar la base de induccién.
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1. CONCEPTOS BASICOS 1. TEORIA DE GRAFICAS

(a) Las trayectorias se encuen- (b) Las trayectorias se encuen-

tran en el exterior del ciclo tran en el interior del ciclo

FicurA 2. Dos trayectorias que unen vértices de un ciclo como en las

figuras deben intersectarse.

También es ficil probar por induccién sobre el ntimero de aristas que una grafica
conexa sin ciclos tiene una arista menos que el nimero de vértices; con esto, si la grafica
G no tiene ciclos, entonces solo se forma una regioén en el plano. Teniendo asi V' vértices,
V — 1 aristas y 1 cara, satisfaciendo la formula de Euler.

Para la segunda induccién es muy importante que sea conexa, asi cuando se tienen
dos vértices es necesario que exista la tinica arista posible. Y si hay n vértices y ningtiin
ciclo, entonces al menos uno de los vértices tiene sdlo una arista; al remover ese vértice
con su respectiva arista reducimos en uno el nimero de vértices y de aristas, esto

prueba el paso inductivo. O

Al trabajar en el plano obtenemos informacién sobre el tipo de subgragicas que
no pueden existir. Supongamos que tenemos un ciclo con al menos 4 vértices que se
recorren en el orden: z, y, ¢, b. Y que existen trayectorias que unen a x con ¢y a y
con b; entonces si ambas trayectorias se encuentran en la misma regiéon del plano que
genera el ciclo, serd necesario que éstas se intersecten.

Para entenderlo mejor, ver Figuras 2(a) y 2(b), consideremos graficas simplificadas
en donde el ciclo conste sélo de 6 vértices: axbzcy y como aristas, las que forman el
ciclo, cada trayectoria como una sola arista y la arista az que representa la idea de que
las trayectorias se encuentran en la otra regién del ciclo. Esta gréfica es K3 3, de modo
que si las aristas zc y yb no se intersectaran, entonces K3 3 seria aplanable.

Este razonamiento serd 1til cuando nos encontremos con situaciones que se pueden

ajustar a este modelo: dadas dos trayectorias contenidas en una misma region del plano,

8



1. TEORIA DE GRAFICAS 2. RETICULA Y DUALIDAD

dispuestas como en la Figura 2 sucede que 6 las trayecterias se intersectan 6 alguna de

ellas no existe.

2. Reticulas L; y Dualidad en Ly

Si bien el modelo de percolacién con el que trabajaremos estd en el plano, los
primeros analisis pueden extenderse a reticulas Ly de dimensiones mayores. En éstas
cada vértice esta representado por un vector con d entradas enteras y las aristas unen
a las parejas de puntos cuya distancia en R? es uno.

La distancia en R? de dos puntos v = (uy,...,uq), v = (vy,...,vq) se denota y

calcula de la siguiente forma:

lu, v|| = /(ur —v1)2 + ... + (g — va)?;
de modo que Ly = (Z%, E?) estd dada por
2% ={v=(v1,...,v09) €ERY; v; € ZV 1< i<d},
B := {(u,v) ; u,v € Z%, |ju,v|| = 1}.

A grandes rasgos, el interés de la percolacién es saber cuando una subgrafica de
L4 que no contiene todas las aristas posibles ain tiene componentes conexas con una
infinidad de vértices, o equivalentemente, las componentes tienen trayectorias tan largas
como se desee.

Diremos que una componente conexa C, es infinita si y sélo si la cantidad de

vértices de la componente es infinita y se denota |C,| = co.

PROPOSICION 1.3. Una subgrdfica conexa G = (V, E) de Ly es infinita si y sdlo si

existen trayectorias de longitud arbitraria que comiencen en un vértice v € V arbitrario.

DEMOSTRACION. Contar con trayectorias de longitud arbitraria es suficiente para
que la grafica sea infinita, pues si existe una trayectoria de longitud n € N que comienza
en v € V; entonces la grafica G tiene al menos los n vértices distintos de la trayecto-
ria; como esto es valido para n tan grande como queramos, entonces necesariamente
tenemos una infinidad de vértices en G.

Pero si existe N € N tal que todas las trayectorias que comienzan en v tienen
longitud menor a N, entonces la gréfica es finita, porque cualquier vértice w € V
estard a distancia menor que N del vértice v y el camino de longitud minima que lo
prueba debera estar entre los caminos de longitud menor o igual a n que comienzan en v
y como so6lo hay una cantidad finita de estos caminos, entonces los vértices comunicados

con v también son finitos.



2. RETICULA Y DUALIDAD 1. TEORIA DE GRAFICAS

x
|
|
|

k-1 —x
VG +1/2,5+1/2)

Ficura 3. Con linea gruesa la reticula Ly y con linea punteada la
reticula dual L3. La reticula dual L} se obtiene de sumar (1/2,1/2) a

los vértices y aristas de L.

En efecto, hay una cantidad finita de caminos de longitud menor o igual a n porque
para toda k € N, hay 2d(2d — 1)¥~! caminos de longitud k que comienzan en v, porque
éste tiene 2d aristas incidentes para elegir con cudl comenzar el camino y para las
siguientes aristas del camino se tiene 2d — 1 posibilidades. O

La grdfica dual G* = (V*, E*) de una grafica plana G = (V, E) se obtiene de
la siguiente manera: dentro de cada cara en G se coloca sélo un vértice dual de G*.
Y dos vértices de G* se unen con una arista dual e* € E* si y sélo si las caras
correspondientes a estos vértices estdn separadas por la arista e € E. Asi, las aristas
duales e y e* se intersectan en el plano.

En el caso de la reticula Lo, cada arista e siempre separa dos caras, asi que se
tiene una arista dual e¢* y dos caras adyacentes estan separadas por una sola arista,
de modo que si tenemos una arista e* en la grafica dual, sus extremos corresponden a
dos caras en la grafica G que estan separadas por e, su Unica arista comin. Entonces
la correspondencia e — e* de la construccion de graficas duales es una biyeccion entre
Ey E*.

Esto nos permite considerar simultaneamente el modelo de percolacién de la reticu-
la y el modelo de percolaciéon de su reticula dual mediante las configuraciones y sus
configuraciones duales, éstas serdn subgraficas de L y L3 que se amalgaman completa-
mente bien, cubriendo todos los pares de aristas con sus duales, pero sin intersectarse
entre si.

Formalmente, una configuracion es una subgréfica K = (K, FE) C Ly, con E C
[E2, definiremos a su configuracién dual K* = (K*, E*) la subgrafica de L} cuyas

aristas son exactamente las duales a las aristas que no pertenecen a K, es decir, e* € E*

10



1. TEORIA DE GRAFICAS 2. RETICULA Y DUALIDAD

si y s6lo si e ¢ E. Para cualquier pareja e, e*, se dice que e es una arista abierta en
K y cerrada en K* si e € F y que es una artsta cerrada en K* y abierta en K™ si
e e B,

De esta manera considerar abierta una arista en el dual K* es como cerrar el paso
a la existencia de su pareja en la configuraciéon K y viceversa. De algiin modo, K*
guarda la informacion de los limites de K.

Lo que nos interesa de las configuraciones son las aristas que tienen abiertas, por
lo tanto consideraremos que su conjunto de vértices consta sélo de aquéllos que tienen
aristas incidentes, y asi también podemos considerar el complemento de K, como la
grafica inducida K¢ por los vértices que no son extremos de aristas de K, a esta grafica
también la denotaremos Loy \ K.

Si tomamos una configuracién K conexa y finita, es facil ver que su complemento
L, \ K tiene una tnica componente conexa K, infinita. Ya que K es finita podemos
construir un rectangulo finito suficientemente grande para cubrir a K. El rectdngulo
R serd la gréfica inducida por los vértices [—m,m| x [—n,n] C Z? con m y n definidos

de la siguiente formas:

m = max{|i| : (i,)) € K},
n:=max{|j| : (i,7) € K}.

Definimos a K., como la componente conexa de K¢ que contiene a R¢. Notemos
que K, es infinita porque Ko UR = Ly y R es finita mientras que la reticula es infinita.
Resta verificar que cualquier otra componente conexa de K¢ es finita, tomemos G C K¢
una componente conexa ajena a K..; por ser ajenas, G C KS C R, pero R es finito y
entonces G también es finita.

Ademas, si K es finita entonces estd rodeada por un ciclo de K* que se forma con
las aristas duales a la frontera entre K y K ; esto se puede apreciar en la Figura 4 y

se demuestra en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.4. Si K C Ly es una configuracién conexa y finita, y llamamos
Ko a la componente infinita de Lo \ K y

F:={(u,v);ueCyve Ky},
SocK :={e*; e € F},

entonces 0K, es un ciclo con K en su interior.

11



2. RETICULA Y DUALIDAD 1. TEORIA DE GRAFICAS
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F1GURA 4. Si una componente conexa es finita, entonces su frontera
en el dual forma un ciclo.

X - = - |- - - »X
S

Q

FiGURA 5. Las flechas de F' van de K a K, y sus flechas duales se
obtienen de rotar las primeras 90° levégiro.

DEMOSTRACION. Demos orientacién a las aristas de F y9 doo K de modo que f w
€ F es una flecha con u € K y v € K; y su flecha dual es f —ab € 0.0 K, orientada
de forma que se obtenga de rotar 90° en sentido levégiro a f , ver Figura 5.

Si 6o K es un solo ciclo, entonces cada flecha dual tiene un solo sucesor; para
probarlo consideremos 5, la flecha dual de wv € F , entonces b es el vértice dentro de

la cara wvwz, como se muestra en la Figura 5. Afirmamos que exactamente dos de las
aristas de esta cara pertenecen a la frontera con K. Dividamos en casos:
Primero descartamos que w ¢ K U K., porque w es adyacente a v, asi que si

w ¢ K, entonces w forma parte de la componente conexa de v en Ly \ K. Ahora bien,

12
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F1GURA 6. Los 3 casos posibles de las aristas del ciclo uvzw.

si w € K, entonces tenemos dos casos porque con el mismo argumento de arriba
sabemos que ¢ € K 6 x € K.

Por otro lado, si w € K, es imposible que z € K, porque como K y K., son
componentes conexas, existirian caminos que unen u con w y v con x que utilizan sélo
vértices de K y K respectivamente; ademas pasan por el exterior del ciclo uvwz,
pues no hay aristas dentro del ciclo. Ya que la gréfica K3 3 no es aplanable, como se ve
en Figura 2(a), estos caminos se intersectan en un vértice que debe pertenecer a K y
K simultdneamente, dando lugar a una contradiccion.

El dltimo caso entonces es que w € K y x ¢ K, aqui es irrelevante si x € K o si
x es parte de alguna componente finita de Lo \ K.

En cualquiera de los tres casos, la segunda flecha incidente en b sale de la cara
uvwz, como se muestra en la Figura 6. Con esto, como J,,K es un conjunto finito,
deben formarse ciclos y en realidad sélo se forma un ciclo.

Tomemos un ciclo C' C §, K, éste separa al plano en dos componentes y ya que
solo intersecta aristas de F' que tienen extremos en K y K., deja a K, en el exterior
y a K en el interior. Luego, si una arista ?* no fuera parte del ciclo C', entonces sus dos
extremos quedan ya sea en el interior o el exterior de K, pero esto es una contradiccion.
Asi que todas las flechas de d,, K forman parte de un solo ciclo C. ([

La afirmacién contraria también es vélida; para asegurar que una configuracion es
finita, basta rodearla con un ciclo de su configuracién dual. Asi, tenemos el siguiente

resultado.

PROPOSICION 1.5. Sea K C Ly una configuracion coneza y K* C 1L} su configu-
racion dual. Si K* contiene un ciclo C' y en su interior se encuentra algun vértice de

K, entonces K estd en el interior de C' y es finita.

13
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DEMOSTRACION. Ya que los ciclos tienen una cantidad finita de vértices y aristas,
podemos encontrar un rectangulo R = [—m, m| X [-n,n] C Ly que tenga en su interior
a C. Asi, los ciclos dividen al plano en dos regiones, el interior que estd acotado y el
exterior, que no lo esta.

Ahora orientamos las aristas de C' de modo que siguiendo las flechas se recorra al
ciclo en sentido levégiro. Asi, ?*6 C es la arista dual de w0 € F con u en el interior de
C y v en la otra regién del plano; éstas son las tinicas aristas de Lo con la propiedad
de tener sus extremos en regiones distintas del plano.

Sea Kj C Ly la grafica inducida por los vértices que estan en el interior de C.
Luego, K; también estd contenida en el rectdngulo R, que es una subgraica finita y
por lo tanto K también lo es. Ademds, Ly \ K es una sola componente conexa, de
modo que la frontera entre éstas dos es doo K7 = C.

Si K C Kj, entonces la configuracién K hereda las propiedades de ser ser una
grafica finita y estar en el interior del ciclo de K*. Supongamos que K no estéd to-
talmente contenida en Kj y denotemos wu al vértice de K que sabemos que estd en
el interior de C, v al vértice que esta fuera del ciclo C. Entonces existe un camino
P = (v =u,...,v, = v) con todas sus aristas en K, como u estd en K; pero v no
estd en él, debe existir una primera arista (vg,vi+1) € K en el camino que pertenece a
la frontera de K7, asi que su dual pertenece a C' C K*. Esto es una contradiccién que
surge de suponer que v ¢ K.

Por lo tanto, K si estd dentro del ciclo C' y es finita. O

Finalmente, el lema del cruce horizontal es la herramienta més importante en
cuanto a las propiedades de LLs se refiere. Es facil convencerse que reduciendo la atencion
a configuraciones en rectangulos finitos siempre se puede atrevesar de un extremo a
otro, ya sea con caminos en la configuracion o en la configuracién dual. Esto junto con
el hecho de que Ly es autodual hard muy simétrico el comportamiento del modelo.

Que la reticula Lo sea autodual quiere decir que su grafica dual L3 es ella misma.
Esto es, existe una biyeccién entre Z? y Z2* que hace que las aristas en E? y E2 se
correspondan. En el siguiente lema mostramos que, efectivamente, L3 = (Z2,E2) es

isomorfa a L.

LEMA 1.6. La reticula Ly es isomorfa a su reticula dual Ly = (Z2,E2).

DEMOSTRACION. Cada cara en Ly estd determinada por su esquina inferior iz-
quierda (i,7) € Z2. Podemos colocar el vértice dual a esa cara en (i + 1/2,5 + 1/2),

de modo que los vértices duales sean la traslacién de Z? por el vector (1/2,1/2); y las
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FIGURA 7. Un rectidngulo R con lineas negras y su dual R” con lineas punteadas.

traslaciones son biyectivas:
72 =77+ (1/2,1)2).

Luego, las aristas duales también uniran los vértices que estén a distancia 1 entre
sf; y las aristas incidentes a cualquier vértice (i, j) € Z? corresponden bien a las aristas
duales incidentes en (i +1/2,j 4+ 1/2) € Z~, como se muestra en la Figura 3. Asf, Lo y

su dual son isomorfas. O

Ahora definimos al rectdngulo R C L, como la gréafica inducida por los vértices
[0,m] x [0,n] C Z% y a su rectdngulo dual R" C L} como la gréfica inducida por los
vértices duales [1/2,m — 1/2] x [-1/2,n + 1/2], como en la Figura 7. Se dice que R es
un rectangulo de m x ny R" dem —1 x n + 1.

Ahora para una configuracién K en un rectdngulo R, decimos que existe un cruce
horizontal si K cuenta con un camino que comienza en un vértice del extremo izquier-
do y termina en un vértice del extremo derecho y de manera andloga, tiene un cruce
vertical cuando hay un camino que conecta los extremos superior e inferior. Notemos
que si no hay caminos que atraviesen un rectangulo de lado a lado, es porque tenemos
una barrera de aristas en el dual K* que bloquean el paso, atravesando de extremo a
extremo al rectdngulo dual R", ver Figura 9. Pero lo més importante de esto es que

siempre tenemos exactamente uno de estos cruces, horizontal o vertical.

LEMA 1.7 (Del cruce horizontal). Si R es un rectingulo de Lo y K cualquier
configuracion de R, entonces hay un camino en K que atraviesa al rectdngulo R de
extremo a extremo vertical, o hay un camino en K* que atraviese al rectdngulo dual de

extremo a extremo horizontal, pero no ambos.

DEMOSTRACION. Utilizaremos una grafica auxiliar que se obtiene de sustituir cada
vértice de R por un octdgono negro y cada vértice del rectdngulo dual R" por un

octagono blanco. Cada arista y su dual se representa con un cuadrado que se colorea
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FiGUurRA 8. Los vértices se convierten en octagonos y las aristas en
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cuadrados, éstas se colorean de negro o blanco segin pertenezcan a la
configuracion K o su dual K*.

de negro si la arista pertenece a K y de blanco si la arista dual pertenece a K*. Los
cuadrados de los extremos verticales se consideran siempre negros y los cuadrados de
los extremos horizontales serdn blancos, como en la Figura 8.

Notemos que un camino en R une los extremos verticales ocurre si y sélo si en-
contramos un camino de octagonos y cuadrados negros que atraviese de izquierda a
derecha y, del mismo modo, hay un camino en el dual R" que conecta sus extremos
horizontales si y s6lo si hay un camino de octagonos y cuadrados blancos que atraviese
de arriba a abajo.

De aparecer simultaneamente, tendriamos dos caminos que atraviesan R de extre-
mo a extremo como en la Figura 2(b); y ya que K33 no es aplanable, las curvas se
intersectan en un cuadrado que debe ser negro y blanco a la vez porque es parte de los
dos caminos que justifican los cruces horizontal y vertical en R y R respectivamente;
por lo tanto sucede uno u otro.

Para ver que por lo menos uno de estos eventos ocurre, consideramos I la subgrafica
de la gréfica auxiliar que se forma tomando las aristas de los octdgonos y cuadrados
que separan la region negra de la region blanca. Los vértices de I tienen dos aristas
adyacentes, excepto los vértices z, y, 2z y w, marcados en la Figura 10 a los que sdlo
llega una arista. Asi, reccorriendo I desde x se puede tomar una sola arista cada vez
y se termina en w o y; no puede terminar en z porque al hacer el recorrido se tiene
siempre la region negra al lado derecho y un camino que termine en z tiene la region
negra al lado izquierdo.

Si se llega a w, como en la Figura 10, entonces los octagonos y cuadrados negros a
la derecha nos dan un cruce horizontal en R, por otro lado, si se termina en y, entonces

los octagonos y cuadrados blancos a la izquierda del recorrido nos dan un cruce vertical
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FicurA 9. Existe exactamente un camino en K que atraviesa R o un

camino que atraviesa R" en K*.

en R". La consideracién por los cuadrados de los extremos verticales y horizontales no
afectan las conclusiones, pues no es necesario usar las aristas que representan para tener
caminos que atraviesan de extremo a extremo. Por lo tanto, en cada configuracién de

un rectangulo R uno y sélo uno de los cruces existe. (]
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Ficura 10. El camino que separa la grafica negra de la blanca y que

comienza en x solo puede terminar en w 6 y.
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Capitulo 2

Elementos de la Teoria de Probabilidad

Para modelar un suceso aleatorio se usara un espacio de medida, que consta de
un espacio de sucesos {2 que contenga todos los resultados posibles del suceso, una
o-dlgebra % que es una clase de subconjuntos del espacio que representan los eventos
que manejaremos y finalmente una funcién P..# — |0, 1], que asigna a cada evento su
probabilidad de ocurrir.

En este capitulo daremos los conceptos y resultados necesarios para manejar técni-
camente los espacios de probabilidad y las variables aleatorias; esto nos permitiria
entender la ley 0-1 de Kolmogorov, la construcciéon de los modelos de percolacién y los

resultados sobre umbrales del siguiente capitulo.

1. Espacios Medibles y Clases

Las o-algebras son clases de conjuntos con propiedades adecuadas para definir
medidas y espacios de la teoria de la medida y probabilidad; sin embargo existen
otras clases con menos propiedades como las algebras, los m-sistemas y los sistemas
de Dynkin. Aqui daremos sus definiciones, explicaremos cémo se relacionan entre si y
presentamos una clase generadora de la o-dlgebra de los intervalos en R.

Una o-dlgebra de Q) es un subconjunto .# C P(2) que cumple las siguientes tres
condiciones:

i) Qe F,
ii) F es cerrado bajo complementos; es decir, si A € F entonces A° € .F,
iii) .7 es cerrado bajo uniones arbitrarias numerables; es decir, si {4;};>1 C &
entonces | J,~, 4; € Z.

Con estas tres propiedades, cualquier conjunto que se obtenga a través de opera-
ciones permitidas con conjuntos de .% cae de nuevo en la o-algebra, éstas son uniones e
intersecciones arbitrarias y obtener el complemento de un conjunto. Como el total y el
vacio pertenecen a la clase, % no sélo es cerrado bajo uniones arbitrarias numerables,

también es cerrado bajo intersecciones pues
c\C
mizlAi = (UiZIAi) .
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En las o-dlgebras, las uniones o intersecciones finitas también estan incluidas por-
que éstas pueden expresarse como numerables, extendiendo la unién con conjuntos
vacios y la interseccién con todo el espacio. Si una clase cumple las dos primeras con-

diciones pero sélo garantiza
iii") o es cerrada bajo uniones finitas; es decir, si A, B € o/, entonces AUB € 7

entonces estamos hablando sélo de un dlgebra. Sin embargo, no es necesario trabajar
con toda la clase sino en otras mas restringuidas como los 7-sistemas que cumplen iv)

y los sistemas de Dynkin que cumplen i), v), vi):

iv) F es cerrado bajo intersecciones finitas; es decir, si A, B € % entonces
ANBe %,

v) F es cerrado bajo diferencias propias; es decir, si AB € F y A C B
entonces B\ A € .7,

vi) F es cerrado bajo uniones mondtonas crecientes; es decir, si {4;}i>1 C F
y ademdas A; C A;11, i > 1 entonces |J;~, 4i € Z.

La siguiente proposicion establece que si contamos con un sistema de Dynkin que

ademds es un w-sistema, entonces estamos hablando, en realidad, de una o-algebra.

PROPOSICION 2.1 (Relacién A\-m). La clase F es una o-dlgebra si y sélo si es un

w sitema y un sistema de Dynkin.

DEMOSTRACION. Como se mencioné antes, una o-algebra es cerrada bajo intersec-
ciones finitas; de modo que si .% es una o-dlgebra, entonces por un lado es un mw-sistema
y por otro, ya que la diferencia propia de dos conjuntos Ay C Aj, es por definicién
una interseccién entre el primer conjunto y el complemento del segundo tenemos que
Z cumple la propiedad v) y la vi) que es un caso particular de i), mostrando que .7
un sistema de Dynkin.

Ahora bien, si .% es un sistema de Dynkin y un m-sistema, entonces por ser sistema
de Dynkin .# cumple i), pues para cualquier conjunto A € .# su complemento se puede
expresar como la diferencia propia de dos elementos: Q2 \ A = A°. Con esto, la unién
de dos conjuntos A;, As € F se puede expresar como la intersecciéon de dos conjuntos
en .7: A{ N AS, ast que .# también es cerrado bajo uniones finitas.

Finalmente, cualquier unién arbitraria numerable {A4;};>; es igual a la unién
mondétona creciente de

B; = Uj_; A VieN;
es claro que B; C B;y; y acabamos de demostrar que B; € % para toda i > 1.
Luego, como . es cerrado bajo uniones mondtonas, también es cerrado bajo uniones

arbitrairas y asi, .# es una o-édlgebra. O
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A los elementos de una o-dlgebra se les llama eventos medibles; cualquier espacio
tiene dos o-dlgebras, la trivial # = {(),Q} y la total, que hace medibles a todos los
subconjuntos del espacio, .# = P(Q2). Pero en realidad vamos a necesitar o-dlgebras
mas sofisticadas. A continuaciéon mostraremos la existencia de la o-algebra més pequena
que hace medible a una clase de conjuntos dada.

La o-dlgebra generada por una clase A C P(2), denotada o(A), es la o-algebra
ma&s pequena que contiene a A. Esta existe porque la g-dlgebra total contiene a cualquier

clase A y se puede dar una expresién mas clara de esta o-dlgebra,

o(A):= (| 7
ACHF
de modo que o(A) asi definida si es una o-édlgebra pues la interseccién de o-dlgebras

es o-algebra y no existe una o-algebra més pequena que contenga a A.

OBSERVACION. Si.%;,t € T es una coleccién de o-algebras, entonces su interseccién
ﬂteT Z; es una o-algebra porque €2 pertenece a todas las o-dlgebras; del mismo modo,
si un evento A o una sucesion de eventos {Ai}izl pertenecen a %; para todo t € T,
entonces su complemento A¢ y la unién de la sucesién U;>1A; también pertenecen a
cada una de las o-algebras. Asi, la interseccién es cerrada bajo complementos y uniones

arbitrarias; es decir, ﬂteT F; es una o-algebra.

El siguiente teorema de alguna forma dice que construir diferencias propias y unio-
nes mondtonas son suficientes para generar una o-algebra de una clase que ya es cerrada
bajo intersecciones finitas; es decir, un sistema de Dynkin que contiene un 7-sistema
también contiene su o-algebra generada; esto es natural por la relacién A-m que demos-

tramos arriba en 2.1 y sera de utilidad en las caracterizaciones siguientes.

TEOREMA 2.2 (o-dlgebra generada por un m-sistema). Si C es un w-sistema con-

tenido en D un sistema de Dynkin, entonces o(C) C D.

DEMOSTRACION. Denotemos A\(C) al sistema de Dynkin més pequefio que contiene
a C. Asi, \(C) esta contenida en cualquier sistema de Dynkin que contenga a C y basta
probar que A\(C) = ¢(C). Como o(C) también es un sistema de Dynkin, sélo falta probar
que A(C) es una o-algebra, pero por la relaciéon A-m de la Proposicién 2.1, esto se reduce

a probar que para todo A, B € A(C) se tiene
(1) AN B e XC).

Atacando el problema por partes, primero veamos que dados dos conjuntos, uno en

A(C) y otro en C se cumple (1), para esto consideremos a los conjuntos cuya interseccién
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con B € C fijo, cae en A\(C):
A :={ACQ; AnB e X(C)},

tenemos que Apg es un sistema de Dynkin: como 2N B = B, entonces el total pertenece

a la clase; luego, en una diferencia propia A, \ A; de conjuntos en Ap se cumple que
(A2 \Al) NB= (A2 ﬂB) \ (Al ﬂB) S )\(C),

y asi, la Ap es cerrada bajo diferencias propias. En cuanto a la cerradura de uniones
mononotas, si {4;};>1 es una sucesién monétona creciente contenida en Ap entonces

{A; N B};>1 es una sucesién monétona creciente contenida en A(C) y por lo tanto
(UiZIAi) NB= UiZl(Ai N B) € )\(C),

ademds, es claro que C € Ap pues éste es un 7-sistema, de modo que \(C) C Ap.
Sélo falta garantizar que para toda A € A(C) y B € A(C) se cumple (1). Fijando A,

definimos
Ba:={BCQ; AnB e \C)}.

De manera analoga se muestra que B4 es un sistema de Dynkin y contiene a C porque
sabemos que cumple (1) para cualquier elemento B del 7-sistema, ya que A\(C) C Ap.
Con esto demostramos que A\(C) C B4 para cualquier A € A(C).

Asi, para cualquier pareja de elementos A, B € A(C) se tiene (1) y por lo tanto el

sistema de Dynkin generado por C también es m-sistema; esto completa la prueba de
que o(C) = A(C) y que o(C) C D. O

Si estamos trabajando en el espacio de los ntumeros reales, la o-dlgebra de los
borelianos, %, es la o-dlgebra generada por los intervalos abiertos. Existen muchas
formas de generar esta o-algebra con clases mas reducidas, una de ellas es la clase de los
intervalos semi-infinitos, (a,00) a € R, esta clase forma un 7-sistema y serd de utilidad

més adelante.

LEMA 2.3. La o-dlgebra de los borelianos y la o-dlgebra generada por la clase I de

los intervalos de la forma (a,00) coinciden:
7 :={(a,0); a € R}.

DEMOSTRACION. Como Z es una subclase de los intervalos abiertos, entonces su
o-algebra generada estd contenida en los borelianos; por otro lado, si todos los inter-
valos abiertos estan en la o-dlgebra generada por Z tendremos la igualdad entre las

o-algebras.
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Asi las cosas, probemos que los intervalos de la forma (—oo, b) pertenecen a o(Z).

Para cada b € R, la siguiente interseccion pertenece a la o-adlgebra generada por Z,
1
mkzl(b - 277 OO) = [ba 00)7

y entonces su complemento (—oo,b) y cualquier otro tipo de intervalo abierto, (a,b) =
(—00,b)N(a,o0), pertenecen a o(Z). Probando que o(Z) también genera a la o-dlgebra
generada por los intervalos abiertos

o(Z)=%.

2. Variables Aleatorias

La medida de probabilidad P es una funcién que asigna a cada evento medible
un valor proporcional al espacio. Asi, al total se le asigna la unidad y se pide que la
medida de probabilidad sea mondtona creciente y que sin importar como se divida un
evento medible en una cantidad numerable de partes, la suma de la medida de éstas
coincida con la medida del evento. En esta seccién se dard la definicién de medida de
probabilidad y demostraremos sus propiedades més importantes; también definimos
las funciones medibles, algunas de sus caracteristicas, presentamos las variables de tipo
Bernoulli y las de distribucién uniforme en el intervalo [0, 1] y definimos la esperanza
y esperanza condicionada de una variable discreta.

Una medida de probabilidad es una funcién P : .# — RT que cumple:

i) P(0) =0,
ii) P(Q2) =1,
iii) Si {A;}i>1 es una sucesion de eventos disjuntos del dlgebra entonces
P(Uiz14;) = > P(A).
i>1
A esta ultima condicién se le conoce como o-aditividad y de ella se pueden deducir
tres propiedades mas de las medidas de probabilidad.

PROPOSICION 2.4. SiP:.% — R es una medida de probabilidad, entonces
i) P es creciente; es decir, si A C B son eventos medibles, entonces
P(4) <P(B),

ii) P es o-subaditiva; es decir, si {A;}i>1 es una sucesion de eventos medibles,

entonces
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P(Ui>14;) ZP

i>1
iii) P es continua; es decir, si {A;}i>1 es una sucesion mondtona de eventos me-

dibles, entonces

1— 00 1—> 00
DEMOSTRACION. La o-aditividad también se puede aplicar a sucesiones finitas de
eventos disjuntos anadiendo a la sucesién una infinidad de conjuntos vacios; éstos son

disjuntos a cualquier otro evento y tienen probabilidad nula. De modo que

P(UE Ai) = ) P(A).

En particular, la unién de dos eventos A y B se pueden formar con la unién de A
y B\ A que son disjuntos; més atn si A C B, entonces su unién es sélo B, y asi la

igualdad de arriba equivale a las siguientes relaciones que son comunmente utilizadas,

P(B\ A) = P(B) — P(A),
P(A°) = 1 — P(A);

en la dltima igualdad se toma B como el total. También podemos expresar una uniéon

arbitraria U;>1A4; como la unién disjunta U;>1B; con
Bi = A\ (U;Z1 Ar),

en efecto, los eventos son disjuntos ya que B; pertenece a A;, mientras que B; esta con-
tenido en el complemento A§ para todo j < i € N. Y la unién de estas dos sucesiones
coincide porque si existe un primer conjunto A; que contiene a un elemento = € €Q; es
decir, si se tiene que x € A; pero x ¢ A; para los conjuntos anteriores a A;, entonces
x pertenece a B;. Y es claro que B; C A; para cualquier ¢ € N . Entonces con la

o-aditividad y la monotonia de la medida,
1>1A 5 IP) S 5 ]P)(A
i>1 i>1
Si tratamos con sucesiones mondtonas crecientes, entonces el limite de la sucesion
es su unién y ademds utilizando los conjuntos B;, i € N que definimos arriba tenemos
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que
(2) A = U;:lij

pues B; C A; para cada j < i y tomando el primer conjunto Aj al que pertenece
un elemento x € A;, por la monotonia de la sucesion es necesario que k < i y asi,
pertenece a Bj. Entonces el limite de A;, se puede calcular con ayuda de (2) y asi

11— 00 1—00

Por otro lado, ya que el limite de una sucesién monétona decreciente {4, };>1 es su
interseccién y su complemento es el limite de la sucesién creciente de sus complementos,

tenemos

lim P(4;) = P(Ni>14;)

1—00

como queriamos. O

Para saber si dos medidas asignan la misma probabilidad a todos los eventos me-
dibles de una o-dlgebra, basta con revisar que las probabilidades sean iguales en un

m-sistema que genere a la og-algebra que estamos utilizando.

PROPOSICION 2.5 (Unicidad). Si Py y Py son medidas de probabilidad en o(C), que

coinciden en C un w-sistema, entonces Py = Py en todo su dominio.

DEMOSTRACION. Consideremos la clase de todos los conjuntos en donde ambas
medidas coinciden,

9 :={AecQ;Pi(A) =Py (A)}.

Utilizando el Teorema 2.2 sobre o-4lgebras generadas con m-sistemas, basta probar
que Z es un sistema de Dynkin, pues por hipdtesis tenemos que el 7-sistema C estaria
contenido en Z.

Es muy sencillo ver que Z es un sistema de Dynkin. Tenemos que €2 € Z pues la
medida del total siempre es 1 y si dos eventos A y B estan en la clase & y tenemos que
A C B, entonces su diferencia también estd en & porque su medida es la diferencia
de las medidas de A y B, que coinciden en Py y Ps; finalmente, si tenemos una suce-
sién mondtona creciente {A;};>1 C Z, entonces podemos utilizar la continuidad de la
medida de probabilidad para ver que su unién también pertenece Z.

De modo que P; coincide con P en todo su dominio porque o(C) C Z. O

Por lo general, la probabilidad de un evento cambia dependiendo de la informacion
con la que contamos. Supongamos que ya sabemos que ocurrié B; entonces preguntarse

por la probabilidad de A queda reducido a preguntarse por la probabilidad de AN B
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porque el conjunto A N B¢ carece de peso ahora que sabemos que nuestro elemento

pertenece a B. Asi podemos definir la probabilidad condicional como

pAlB) = | FE) SEB)>0
0 si P(B) = 0.

Hay que normalizar dividiendo entre P(B) para que esta funcién P(:| B) siga siendo
una medida de probabilidad, la o-aditividad se hereda de P que ya es una medida.
A veces serd til calcular la probabilidad de un evento dividiéndolo en varios eventos
disjuntos y condicionando, asi tenemos la formula de la probabilidad total y la formula

de Bayes.

TEOREMA 2.6 (Férmula de probabilidad total y Bayes). Si {H;}icr es una parti-

cion a lo mas numerable del espacio, se tiene para cualquier evento A € F

1. La formula de la probabilidad total,

P(A) = ZP(A\Hi) -P(H;)
iel
2. La formula de Bayes,

_ P(A|H;) - P(H;)
FULIA) = S~ B(alHy) - B(Hy)

DEMOSTRACION. Si{H,};cs es una particién de  entonces { ANH; };¢ 1 son eventos

disjuntos cuya unién es A y por la o-aditividad de la medida,

P(A) =) P(ANH,)
iel
y con la definicion de probabilidad dado H;, tenemos la férmula de la probabilidad
total. Ademsds la probabilidad de AN H; también se puede expresar con la probabilidad

condicionada con A, teniendo para cada i €

P(A|H;) - P(H;) = P(H;|A) - P(A)
Despejando y sustituyendo P(A) con la férmula de la probabilidad total, se obtiene

la férmula de Bayes. O

Dada una funcién X : (2,.%) — (,.#') entre dos espacios medibles, se dice
que es .# -medible o simplemente medible si la imagen inversa de cualquier evento

A’ € .Z' del codominio es medible,
Xt A)ezF
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entonces que una funcién X sea medible depende de las o-dlgebras .7 y %' que se les

asigne a los espacios. La o-dlgebra de eventos que .# debe contener es
(XA eQ; A e F'Y;

asi que serd la interseccién de todas las o-dlgebras que hacen medibles a X y por eso

se le denota o(X), la 0-dlgebra generada por la funcion X.

OBSERVACION. Si .#’ est4 generada por alguna clase C, entonces basta revisar la
medibilidad en esa clase porque cualquier evento en .%’ se obtiene con operaciones
conjuntistas a partir de los eventos de C. Y ya que la preimagen conserva bien estas

operaciones:
XHA%) = X71(A), XM Ui»14;) = Uis1 X H(Ay),

tenemos que la preimagen de cualquier evento que se obtiene a partir de C se obtiene

a partir de operaciones conjuntistas de eventos que ya sabemos que son medibles.

Cuando el primer espacio tiene una medida de probabilidad, ésta induce al segundo

una medida de probabilidad ' de manera natural, como vemos a continuacién:
LEMA 2.7. La funcién P’ : (@, .%') — Rt dada por
P'(A) =P(X1(A) vA e Z,
es una medida de probabilidad en €)'

DEMOSTRACION. Para cualquier funcién X, la preimagen del vacio y del total son
ellos mismos, de modo que sus medidas son 0 y 1 respectivamente, ademés P’ es no
negativa porque es igual a una probabilidad y finalmente, la o-aditividad se obtiene de
ver que si {A;};>1 es una coleccién disjunta de eventos en .#’, entonces es necesario
que sus preiméagenes también sean disjuntas; asi podemos usar la g-aditividad de P de
manera que

P/ (Uiz14i) = P(Uiz1 X7 (A) = > P(Ay).
i>1

0

De manera general llamaremos a las funciones medibles elementos aleatorios y
cuando el codominio son los reales con la o-algebra de los borelianos, entonces se les
llamardn variables aleatorias. En este contexto, a la medida P’ se le suele llamar

distribucion de la variable aleatoria.
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Aqui usaremos sélo dos tipos especiales de variables aleatorias; las de tipo Ber-
noutlli que solo toman dos valores, 0 y 1; y las de distribucién uniforme en el in-
tervalo [0, 1], que son variables aleatorias que asignan la misma probabilidad a todos
los intervalos de la misma longitud.

La medida de Lebesgue es la tinica que hace que los intervalos (a, b) tengan medida
b — a y ésta restringida al intervalo [0,1] es la distribucién de una variable aleatoria
uniforme en el [0,1]. La construccién de la medida de Lebesgue usa el método de
extension de Carathéodory que veremos en la seccién 1 del siguiente capitulo y ademas
serd necesario encontrar un algebra que genere a los borelianos; para ver que es la tnica
medida que asigna a cada intervalo su longitud usamos el Teorema 2.5 de unicidad
aplicado a un 7-sistema, digamos la clase Z de los intervalos semi-infinitos. Para una
demostracion detallada de esto, ver [Bar95].

La siguiente proposicién nos permitira crear variables aleatorias que sean el limite
de sucesiones crecientes de variables aleatorias; esto se podria generalizar a cualquier
tipo de limite.

PROPOSICION 2.8. Dada una sucesion creciente {X;};>1 de variables aleatorias
cuyo limite es la funcion X : (Q, F) — (R, A), se tiene que X también es una variable

aleatoria.

DEMOSTRACION. Ya que Z genera a los borelianos, basta probar que la preimagen

de cualquier intervalo semi-infinito,
XHa,00) = {w e Q; X(w) > al,

es .#-medible.
Para cada elemento w € X ~!(a,00) sabemos que la sucesién X;(w) converge a su

supremo X (w), de modo que existe N € N tal que
X(w)—Xi(w) < X(w)—a

para toda ¢t > N, y asi w € Xi_l(a, o0) para i suficientemente grande; por otro lado,

X(w) > X;(w) para toda i, esto muestra que
XYa,00) = Ui>1 X, (a,00);
entonces la preimagen de un intervalo (a,o00) es una unién de intervalos medibles,

porque cada variable X; es medible. Y asi, X también es medible.

Notemos que ademaés estamos aproximando la preimagen del intervalo con una
sucesién mondétona creciente de eventos medibles porque a < X;(w) < X,(w) para
toda 7 > . Entonces usando la continuidad de la medida y podemos encontrar la

distribucién de X si conocemos las distribuciones de X;; i € N. O
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Si bien no podemos conocer el valor exacto de una variable aleatoria, podemos
definir su esperanza. Esto es de alguna manera el promedio de los valores que adopta
la variable. Los casos que se presentan en este trabajo sélo incluyen variables discretas,
cuyos posibles valores son a lo mds numerables. Si X : (Q,.#) — (R, %) es una variable
discreta con X (2) = {x1,x2, ...}, entonces su esperanza esta dada por

E(X) =) 2,P(X =m,).
neN

La esperanza de una variable se obtiene de sumar todos los valores posibles de la
variable, ponderado por la probabilidad de obtener cada valor. Y asi como se puede
hablar de la probabilidad condicionada a un evento, también podemos hablar de la
esperanza condicionada de X a un evento A, definida como sigue
E(X - xa)

P(A)

donde x4 es la funcién caracteristica, que asigna 1 a todos los elementos de A y cero

E(X|A) :=

al resto.

La esperanza ademas tiene la propiedad de ser lineal y mondtona. Esto es, para

cualquier ¢ € R y variables X, Y se tiene que
E(cX) = cE(X),
E(X+Y)=EX)+E(Y),
)

E(X) < E(Y siX <Y

Esto es facil de probar para variables discretas, para una definicién general de es-
peranza y una demostracién completa de sus propiedades se puede consultar el capitulo
2.4 de [Gut05].

3. Independencia

La independencia de dos eventos medibles se refiere a que la probabilidad de ocurrir
de cualquiera de ellos no afecta la probabilidad de ocurrir del otro; esto se generaliza
a cualquier conjunto de eventos, clases de eventos y familias de variables aleatorias. El
objetivo central de esta seccién es entender la ley 0-1 de Kolmogorov para variables
aleatorias independientes, pues es central para relacionarlo con el comportamiento de
los eventos que estudia la percolacién; para esto daremos condiciones suficientes para
que a partir de clases de eventos independientes podamos formar otras clases més
grandes de eventos independientes.

Dos eventos A, B son independientes si P(A N B) = P(A)P(B), asi en este caso,

saber que ocurrié B no cambia la probabilidad de A, esto se puede apreciar con el
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punto de vista de la probabilidad condicional pues
P(A|B) =P(A).

Generalizando, se dice que los eventos {A;}ter en % es una coleccién de eventos

independientes si para cualquier conjunto de indices finito ¢1,...,tx € T se tiene que

P( (m Atz)) = HP(Atz)

La familia de clases Cy; t € T es independiente si cualquier coleccién de eventos
Ay € 6, t € T lo es; y las variables aleatorias X;; t € T son independientes si sus

o-dlgebras o(X;) son independientes.

OBSERVACION. Una familia &;; t € T es independiente si y sélo si toda subfamilia
finita es independiente y sustituir %; por cualquier subconjunto de él mismo no altera

la independencia de la familia.

Como siempre, para verificar que una familia de o-algebras son independientes
es mucho mas facil revisar sélo sus generadores; veremos que esto es posible si los
generadores son w-sistemas y que sin importar como agrupemos las o-algebras para

generar otras mas grandes, se sigue conservando la independencia.

Asi, tenemos los siguientes dos resultados.

TEOREMA 2.9. SiC, t € T es una familia de w-sistemas independientes. Entonces

sus o-dlgebras generadas o(Cy), t € T también son independientes.

DEMOSTRACION. Ya que la independencia de una familia se reduce a revisar que
cualquier familia finita es independiente, podemos suponer que 1 es finito. El método
para atacar el problema serd el siguiente: probaremos que si reemplazamos C; por o(Cy)
seguimos teniendo una familia de eventos independientes.

Digamos que nuestra familia es Cy, . .., C,. Sea D = Dy la clase de todos los eventos

E € Q que son independientes con la familia C;; 1 < ¢ < n. Es decir,
D:={Fe€Q : {E/_C ...,C,} son independientes};

asi podemos decir que la familia {D,C; ...,C,} es independiente. Para probar que D
contiene a o(Cyp), hay que ver que D es un sistema de Dynkin y asi podemos usar
el Teorema 2.2 que encuentra la o-algebra generada por un w-sistema dentro de un
sistema de Dynkin.

Utilizaremos una sucesién arbitraria A;; € C;;, j < n, independiente por hipdtesis.
Es claro que 2 € D porque la medida del total es 1 y eso lo hace independiente de
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cualquier coleccién de eventos; luego, si tenemos dos conjuntos Ey y Fy € D tales que
FE> C Eq, entonces su diferencia también es inpedendiente de la sucesion que tomamos,

pues sabemos que

y en el lado derecho de la ecuacién se puede usar que los eventos E; y E5 son inde-
pendientes de la sucesién para separarlo en un producto de probabilidades, del que se
puede factorizar la diferencia de las probabilidades de estos eventos para obtener la
probabilidad de E; \ Es.
Para las uniones mondtonas crecientes utilizaremos la continuidad de la probabili-

dad. Si {E;}i>1 C D es una sucesién creciente cuya unién es F, entonces se tiene

lim P(E; N A;, N---NA;,) = lim P(E;)P(A;,)---P(A;,),

11— 00 1— 00
por lo tanto D es un sistema de Dynkin porque es cerrado bajo diferencias propias y
uniones mondtonas, ademas contiene a Cy. Asi que (Cy) C D. Con esto sabemos que la
familia {0(Cy),C1...,Cpn} es independiente y siguiendo este proceso un nimero finito

de veces obtenemos la conclusién deseada. O

Uno de los resultados del teorema anterior es la siguiente proposicion que permite
agrupar o-algebras independientes; cada grupo de o-dlgebras se intercambia con la
o-dlgebra generada por su unién. Mas formalmente, si .%;, t € T es una familia de o-
algebras, para cualquier S C T definimos a la o-dlgebra de una coleccién de o-algebras

como

Fs=0(F;t€8):=0(UesF).

COROLARIO 2.10 (Agrupando). Si .%;, t € T son o-dlgebras independientes y P

es una particion de T, entonces las o-dlgebras Fg; S € P también son independientes.

DEMOSTRACION. Para cada S € P definamos Cg como la clase de todas las inter-
secciones finitas posibles de elementos de las g-dlgebras asociadas a S|,

Cg = {UtES’At A€ 9}, S" S finito }

Notemos que si dos de los elementos A; y A} pertenecen a la misma o-algebra
Z, entonces su interseccién también pertenece a .%;; de modo que los elementos de
Cs se pueden expresar como interseccion de a lo mas un elemento de cada o-algebra
F, t € S. Entonces Cg es un m-sistema, pues la interseccién de dos elementos en Cg

también es una interseccién finita de elementos de %, t € S.
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Ademas el w-sistema Cg genera al o-algebra .#g; porque éste contiene a cada evento
en %;;t € Sy esté contenido a su vez en Fg. Por lo tanto, gracias al teorema de arriba,
basta probar que Cg, S € P es una familia de eventos independientes.

Pero esta propiedad se hereda de .%;, t € T'; porque cualquier interseccién finita de
elementos C, € Cg es a su vez una interseccién finita de elementos A; € %;, de modo
que

P(NserMiesAr) = ] P(NiesAy)
SeP

como queriamos. O

En el estudio de la percolacion, se tiene un proceso que cuenta con una infinidad
de variables aleatorias, de modo que sabremos si ciertos eventos ocurren sélo cuando
observamos el proceso completo. Generalmente a estos eventos se les llama eventos
de cola y suelen representar eventos que implican un periodo de tiempo infinito; para
esto, las variables aleatorias deben estar ordenadas de algin modo. Sin embargo, en
el caso de la percolacién, no se utiliza el concepto de tiempo y las variables aleatorias
en principio no tienen por qué estar ordenadas; es por esto que nos referiremos a los
eventos de cola con un nombre distinto: eventos infinitos.

Dada una coleccién X;;¢ € N de variables aleatorias independientes, denotamos
Zs a la o-dlgebra generada por las variables aleatorias con indice en S C N, mientras
que la o-dlgebra generada por toda la coleccién serd ..

Diremos que F € .7 es un evento infinito si pertenece a la o-dlgebra infinito

Foo 1= m Fn\S-
S finito
Ya que el Teorema 2.10 permite agrupar o-algebras independientes, tenemos que
s es independiente de Fg, que es la o-dlgebra de las variables asociadas al con-
junto S; los eventos infinito tienen la caracteristica de ser independientes de cualquier
conjunto finito de las variables aleatorias que los generan.
En contraste, definimos el algebra %y de los eventos finitamente generados
como
Fo = U Zs;
S finito
es decir, todos aquellos eventos que pertenecen a una o-algebra generada por un con-
junto finito de variables.
Para ver que .%; es un algebra, primero veamos que es un 7-sistema: si dos eventos

A€ Fsy B e Frcon Sy R finitos, entonces ambos pertenecen a .-#s g, donde SUR
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también es finito, asi tenemos que
ANBe %sur C S

para cualesquiera eventos A, B € .%;. Por tltimo, es claro que % es cerrada bajo
complementos, pues para cualquier evento A € .Fg finitamente generado, tenemos que
A¢ e Fg C Fo.

Ahora bien, la ley 0-1 de Kolmogorov muestra que la probabilidad de los eventos
infinitos F € Z 4, sblo puede ser 0 6 1. Notemos que si la probabilidad de un evento E
es 1, no significa que F = €2, sino que el conjunto de realizaciones donde no sucede el

evento F es despreciable pues no tiene medida positiva.

TEOREMA 2.11 (Ley 0-1 de Kolmogorov). Dada una sucesion de variables aleato-
rias X;; 1 € N independientes, si E pertenece a su o-dlgebra infinito %, entonces la
probabilidad de E es trivial: P(E) =0 ¢ P(F) = 1.

DEMOSTRACION. Consideremos la clase de eventos D que son independientes de

E,
D:={De.Z7 : P(DNE)=P(D)P(E)}.

De modo que si E € D, tendremos que P(E) = P(E)?, de donde se obtiene que la
probabilidad del evento es 0 6 1.

Es facil ver que D es un sistema de Dynkin, la prueba es andloga a la que se usa en
la Proposicién 2.9. Luego, por construccién, para cada S finito, .#g es independiente
de F, asi que .%(, que es un w-sistema, estd contenido en D, un sistema de Dynkin;

aplicando el Teorema 2.2 vemos que
O'(yg) CD.

Finalmente, los generadores de .% estan contenidos en .%y, de modo que .# = o (%)
y a su vez la o-algebra infinito estd contenida en .%. Es decir, %, C D y por lo tanto
FE es independiente de si mismo para cualquier £ evento infinito. O
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Capitulo 3

El Modelo de Percolacion

Ya que conocemos los elementos que necesita un espacio de probabilidad, tene-
mos que mostrar que existe uno que se adectie a las caracteristicas de la percolacién.
Desarrollamos el método de extension de Carathéodory para construir un espacio de
probabilidad con una cantidad numerable de variables independientes del tipo Ber-
noulli; mas aiin, mostraremos que con este espacio también se puede considerar una
cantidad numerable de variables independientes con distribucién uniforme en el inter-
valo [0, 1], en este espacio se generan todos los modelos de percolacién para una grafica

dada, permitiendo compararlos.

1. Extensién de Carathéodory

Definir una medida de probabilidad no es cosa facil, el primer problema que en-
contramos es caracterizar a todos los eventos de una o-algebra. Aqui mostraremos las
condiciones necesarias para definir una funcién en un algebra y asegurar que ésta se
puede extender a una medida de probabilidad en su o-algebra generada.

Dada un algebra 7, consideremos una funcién P : &/ — RT que cumpla las
condiciones que se piden a una medida de probabilidad con la siguiente consideracion:
la o-aditividad sélo se verifica para eventos que pertenezcan al dlgebra; es decir, esta
propiedad se aplica dado que contemos con una sucesién {4, };>1 de eventos disjuntos

del dlgebra cuya unién cumpla a su vez
UzZlAi € o ;

asi, s6lo faltarfa definir la probabilidad de cualquier evento medible del resto de o(7).
Definamos ahora la medida exterior P* para todos los subconjuntos A de €2:
P*(A) = nf > P(A),

i>1
donde el infimo se toma sobre todas las cubiertas numerables de A con eventos del
algebra, es decir, A C U;>1A4; con {4;};>1 C &/. Si queremos dar una probabilidad al
evento A, estas series son una buena aproximacién, pues pueden tomarse cubiertas que

cada vez se traslapen menos y que no se extiendan mucho més alld de A.
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Las propiedades de P* son las mismas que las de una medida de probabilidad,
excepto por la g-aditividad; de modo que las medidas exteriores no son medidas de
probabilidad.

PROPOSICION 3.1. La medida exterior P* : P(Q) — R* cumple:
i) P (@) =0,
ii) P*(A) < P*(B); si AC B,
iil) P*(U;>14;) <3255, P*(4i); para cualquier sucesion de subconjuntos de Q.

DEMOSTRACION. Es claro que la medida exterior de cualquier conjunto es no ne-
gativa porque estamos considerando series de probabilidades. Luego, una cubierta del
conjunto vacio es él mismo, por lo que su medida exterior es nula. Y si A C B, entonces
cualquier cubierta de B también es una cubierta de A y por lo tanto, el conjunto de

cubiertas de B estd contenido en el de las cubiertas de A, asi
P*(A) < P*(B).

Finalmente, para la o-subaditividad, si {4;};>1 es una sucesién en P(f2), para

€ > 0 fijo podemos encontrar cubiertas {A4;, }x>1 de cada subconjunto A;, tales que

> P(A;) <PH(A) +

k>1

6 .
?7
uniendo todas las cubiertas {4;, }x>1; ¢ > 1 tenemos una cubierta numerable de U;>1 A;

y asi,

i,k>1 i>1
Como € > 0 puede ser tan pequeno como queramos, obtenemos la o-subaditividad
de P*.
O

La siguiente definicién es la clave para la extensién de la medida, se dice que A es

P*-medible si
(3) P*(E)=P"(ANE)+ P (A°NE) VECQ.

En cierta forma, un conjunto A es P*-medible si el conjunto y su complemento
estan lo suficientemente separados para dividir cualquier conjunto E de forma aditiva.
Notemos ademas que por la o-subaditividad de P* siempre se tiene una de las dos

desigualdades que se deben verificar y lo complicado es probar la segunda, que es
(4) P*(E) >P"(ANE)+ P (A°NE) vV E C.
36



3. EL MODELO 1. EXTENSION DE CARATHEODORY

De modo que para obtener la g-aditividad en P*, habra que reducir el dominio de

nuestra funcién P* a la clase de eventos que si son P*-medibles,
" ={AeQ; AesP'-medible}.

Vamos a demostrar que P* restringida a &/* es una medida de probabilidad que
extiende a la funcién P, es decir; mostraremos que P* es o-aditiva en &7*, que es una
o-algebra que ademas contiene a &7 y finalmente que la medida exterior P* y la medida

original [P coinciden en el algebra /. Esto se obtiene poco a poco.

PROPOSICION 3.2. La clase o/* de los eventos P*-medibles es un dlgebra, y P* es

finitamente aditiva en <™.

DEMOSTRACION. Verificando directamente la definicién de P*-medible, vemos que
Q € &* y por la simetria de (3), la clase &/* es cerrada bajo complementos. Falta
probar la cerradura bajo intersecciones finitas para demostrar que @™ es un algebra.

Consideremos A, B dos conjuntos P*-medibles y un conjunto cualquiera F; utili-
zando la medibilidad de B para separar la medida exterior de F, y luego la de A para

separar las medidas resultantes obtenemos
P*(E)=P*(ANBNE)+P(A°NBNE)+P(ANB°NE)+P(A°NB°NE)

los tres ultimos sumandos del lado derecho de la igualdad es mayor que la medida de
(AN B)°N E por la subaditividad de la medida exterior, mostrando que la interseccién

AN B es P*-medible porque cumple
P(E)>P*(ANBNE)+P*(ANB)°NE).

Ahora, P* es finitamente aditiva ya que si A y B son eventos disjuntos en /™,

utilizando que A es P*-medible para expresar la medida de A U B tenemos
P*(AUB) =P (AN(AUB))+P*(A°N(AUB)) =P"(A) + P*(B).
O

PROPOSICION 3.3. La clase &/* de los eventos P*-medibles, es una o-dlgebra y P*

es o-aditiva en ™.

DEMOSTRACION. Tomemos la unién A de cualquier sucesiéon numerable de elemen-
tos del dlgebra «7*. Ya hemos visto que ésta se puede expresar como la unién de una
sucesion {A;};>1 de eventos disjuntos en &7*. Lo primero que buscamos es ver que A
cumple (4) para demostrar que A es P*-medible. Ya con la sucesién disjunta definamos,

para toda k > 1, los eventos P*-medibles
37



1. EXTENSION DE CARATHEODORY 3. EL MODELO

entonces para cualquier conjunto E € ) y para toda k > 1 se tiene que
k
P*(ByNE) = > P*(4;NE);
i=1

aunque esta igualdad parece justificarse por la aditividad de &/, no sabemos si F es P*-
medible o no, asi que ese argumento seria falso; pero la conclusion se puede obtener por
induccion. Para k£ = 1 no hay nada que probar, entonces supongamos que la igualdad
es valida para indices menores a k y aplicando la medibilidad de Ay al conjunto BxyNFE

tenemos
k
P*(By N E) =P*(Ax N E) + P*(Br-1 N E) = Y _P*(4; N E);

se usé la hipdtesis de induccion para By_q.

Ahora, cada uno de los conjuntos P*- medibles By estdn contenidos en <7, asi que
k
P*(E) = P*(By N E) +P*(B{ N E) > Z (A; N E) +P*(A°N E),

haciendo k tender a infinito y usando la o-subaditividad de IP*, tenemos que la condicién
dificil (4) se cumple pues

(5) P*(E) > Y P*(AiNE)+P*(A°NE) > P*(ANE) + P*(A°N E).
i=1
Entonces A es P*-medible y muestra que @™ es una o-algebra. Para probar que

ademds P* es o-aditiva en o/*, podemos despejar la serie en (5) de dos manera distintas

para tener

P*(E) — P*(A°NE) > iP*(AZ— NE) >P*(ANE),

que al sustituir £ = A nos da la propiedad deseada

= ZP*(A»
O

Finalmente, no s6lo hemos encontrado una o-algebra donde P* es una medida de
probabilidad, ademads ésta contiene a o(<) y coincide con P en el dlgebra 7.

PROPOSICION 3.4. Los elementos del dlgebra </ son P*-medibles, P*(A) = P(A),
para toda A € o y ademds o(<f) C o/*.
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DEMOSTRACION. Es suficiente con mostrar que se satisface (4) para toda A € &
y E C Q. Por la definicién de P*, para cualquier € > 0, podemos encontrar {B;}i>1,

una cubierta de E con elementos de .7 tal que

> P(B) <P*(E) +e.
i>1
Luego, podemos separar la cubierta en {AN B;};>1 vy {A° N B;};>1 cubiertas de
ANEy A°NE,ycomo Ay B; son elementos de 7 y podemos usar la aditividad de

P y la definicién de P* para ver que

P*(ANE)+P*(A°NE) <Y P(B;) <P*(E) +e¢,
i>1
ya que € es arbitrario, obtenemos (4), probando que toda el dlgebra <7 estd contenida
en &/ y por lo tanto
o(el) C o*.

Para ver que las medidas coinciden, probemos que la medida de cualquier evento
A € o/ es una cota inferior de su P*-medida. Tomando cualquier cubierta {A4;};>1 de
A con elementos del dlgebra, y asi podemos usar las propiedades de [P para ver que
P(A) < ZP(A NA4;) < ZP(Ai)a
i>1 i>1
y de hecho es el infimo porque el mismo evento A es cubierta de si mismo; asi se obtiene
la igualdad deseada
P(A) = P*(A).
O

Hemos encontrado P* : (/) — R, una medida de probabilidad que extiende la
medida que teniamos en el dlgebra. Cuando hablamos de la extensién de la medida P
no hay ambigiiedad pues cualquier otra medida de probabilidad en o(%7) que coincida
con P* en & es, en realidad, la misma medida por la Proposiciéon 2.5 que habla de la

unicidad de medidas de probabilidad que coinciden en un mw-sistema.

2. Percolacién y Acoplamiento

Ya con una gréafica definida, hay que determinar de manera aleatoria e indepen-
diente el estado de cada arista e, que puede ser abierto o cerrado con probabilidad p.
y 1 — p. respectivamente; es decir, el estado de las aristas representan variables de tipo
Bernoulli con parametro p.. En esta secciéon veremos cémo se construye un espacio de

probabilidad asociado al modelo de percolacién en Ly con probabilidad de conexion
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P = (Pe)eck ¥y cémo este mismo espacio sirve para acoplar todos los modelos de perco-
lacion; es decir cémo representar en un mismo espacio el modelo de percolaciéon para
cada probabilidad de conexién p € [0, 1] posible. Ademds veremos que en caso de tener
una probabilidad de conexién uniforme, la medida que encontremos serd invariante
bajo traslaciones.

Primero necesitamos un espacio de sucesos {2 donde cada evento elemental w con-
tenga la informacién de una configuracion K C L4, cuyo conjunto de aristas es al
que definimos como aristas abiertas. Esto se codifica con una sucesiéon w = (we)ecr

donde

1 sila arista e estd abierta
e 0 sila arista e esta cerrada,
es decir, w es la representacion analitica de una configuracién K C L. Y ya que las
reticulas tienen una cantidad numerable de aristas, no perdemos generalidad asumiendo
que Q = {0, 1}

Ahora hay que definir una o-algebra donde el estado de cada arista k € N sea
una variable aleatoria. Los candidatos para variables aleatorias son las proyecciones
Xk : Q — {0,1}; k € N, pues son las que recuperan sélo la informacién del estado de
cada arista. Como la tinica o-algebra (no trivial) de {0, 1} estd generada por cualquiera
de sus elementos, digamos {1}, entonces la o-dlgebra .# del espacio debe contener al
conjunto generador de o(Xy), para toda k € N, de modo que

F:=0(Ef; keN),
Ef i ={we;w, =1}
Cada una de las variables aleatorias, que a partir de ahora llamaremos simplemente

aristas, pueden generar dos eventos, E,':, donde todas las configuraciones deben tener

la arista k abierta, y su complemento £, donde se tiene la arista k cerrada,
E  ={we : w, =0}

Los eventos generados por un conjunto finito de aristas se pueden expresar como
la unién de rectangulos, éstos son eventos que agrupan a todas las configuraciones que
coinciden con las primeras k aristas de una configuracion w dada; formalmente, para

w = (w;);>1 definimos su rectdngulo de rango k como
w” ={weQ;w =w;, i <k}

Tomar una configuracién completa hard la notacién maés facil en el capitulo siguien-

te, pero en realidad para definir un rectangulo de rango k necesitamos una sucesién de k
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aristas que pertenezca a {0, 1}*. Al unir varios rectdngulos del mismo rango obtenemos

cilindros; un cilindro de base B C {0,1}* es
CB = {w S Q; (wi)igk c B}

Es claro que estos rectangulos y cilindros forman parte de la o-algebra generada por
las primeras k aristas, que denotaremos .%;. Ademaés todos los eventos de %}, se pueden
expresar como los cilindros de arriba con una base adecuada: un rectangulo w” es la
interseccién de los generadores de %y, y los cilindros Cg son uniones de rectangulos,

wk:ﬂEf”, Cpg = ka,

i<k weB
donde o; es positivo si w; = 1 y negativo si w; = 0. Asi, los eventos més pequenos
que las primeras k aristas pueden generar son los rectangulos w* con w € {0,1}*; y
entonces cualquier evento en %5 se puede expresar como la unién disjunta de estos
eventos minimos; de modo que la clase de los eventos finitamente generados se puede
expresar como

Fo={CpCcQ: Bc{0,1}*;k N},
porque cualquier evento A € %g, S finito, también pertenece a %5 donde k es el
méximo de los indices de las aristas en S. Esta es el algebra que nos ayudara a definir
la medida de probabilidad en todo el espacio.

La medida que buscamos es una funcién que debe asignar probabilidad pj al evento
E,j Ademaés queremos que las aristas resulten ser independientes, entonces la medida
de un rectangulo debe ser el producto de las probabilidades de las aristas que lo definen.
Y por iltimo, para que la probabilidad sea aditiva, definimos la probabilidad de un

cilindro como sigue,

Pw*) = [ o J] 0 -p) P(Cp) = > Puw").

i<k i<k weB
wi:1 wi:O

Asi hemos definido una funcién P en %, para extenderla al o-dlgebra con el método
de Carathéodory es importante asegurarnos de que P estd bien definida y cumple las

propiedades de una medida de probabilidad en %. Esto lo veremos a continuacién.

TEOREMA 3.5. La funcién P : %y — RT dada por

P(Cp) = Z H P H (1 —ps),

weB i<k i<k
wz-:l wi=0

es una medida de probabilidad en Fy.
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DEMOSTRACION. Estamos representando a un evento en %y con un cilindro ge-
nerado, digamos, por las k primeras aristas, pero también es cierto que estd generado
por las primeras &’ aristas, donde k < k’. Por supuesto que las aristas k +1,...,k" en
realidad no son necesarias para generar al evento, pero muestra que existe otra forma
de expresar al evento como cilindro. Entonces, lo primero que hay que verificar es que
a los cilindros que expresan un mismo evento se les asigné la misma probabilidad.

Notemos que cualquier rectangulo w”, k € N es la unién disjunta de dos rectangulos

k+1 v w*+l donde

W4 = (wl,---,ZUk,l)7 W- = (wh"'?wk?O)‘

Como estas configuraciones coinciden en las primeras k aristas, la probabilidad
k“ y w1 se obtiene multiplicando la de w* por la probabilidad de tener la arista

k + 1 abierta o cerrada, respectivamente, pero estas probabilidades suman uno y asi
P(w") = P(w}™) + P(wE™).

Luego, la intersecciéon de dos rectangulos w**! y w* puede ser vacia si las con-
figuraciones w y w difieren en alguna de sus primeras k aristas; o puede ser w**?! si
Wkt C w”, pues éste contiene a todas las configuraciones que coinciden con w en las
primeras k aristas que ademds su arista k + 1 coincide con wy1; entonces w**! debe
ser uno de los dos rectdangulos que definimos arriba.

Ahora, dado un cilindro con dos representaciones Cg = Cp/, mostraremos con
induccidn sobre la diferencia entre sus rangos, k y k', que sus probabilidades coinciden.
Supongamos que la diferencia es uno; ya que sus bases representan a todos los rectangu-
los de rango k y k + 1 que forman al cilindro, es claro que las bases se relacionan de la
siguiente manera

B’ = B x {0,1}.

Ahora, calculando las probabilidades de los dos cilindros, que son la suma de las

medidas de los rectangulos que los forman, tenemos
S Blwh) = B b)) = 3 Pt
weDB weB weB’
Supongamos que la diferencia entre los rangos k y k' es mayor que uno, entonces
podemos expresar al mismo cilindro con una base de rango k' — 1

D = B x {0,1}F' 1,

por hipétesis de induccién se les asignd la misma medida a Cg y Cp y por lo que
vimos arriba, la nueva expresién del cilindro coincide con la de C'g/ y tienen la misma

probabilidad. Por lo tanto P estd bien definida para todos los eventos de .%;. Ademaés,
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podemos expresar dos cilindros disjuntos, Cp y Cp/, como dos uniones disjuntas de

rectdngulos, de modo que B N B’ = (), entonces

P(CpUCH) =Y Pw") + Y Pw*)=P(Cp)+P(Cs).

weB weB’

Esto muestra que P es finitamente aditiva. Y apoyandonos en esta propiedad,
si consideramos un cilindro C' expresado como la unién de una sucesién {C;};>1 de

cilindros disjuntos, entonces para cualquier k£ € N tenemos

k
P(C) = Z P(Ci) + P(Ui»Cl),
i=1
tomando el limite cuando k£ — oo tendremos que la medida del cilindro C' es la serie

de las medidas de los cilindros Cj; ¢ > 1, maés el limite de la probabilidad de Bj:
By = Ui>k+1C5,
P(Ui»1Ci) = Y P(Ci) + Jm P(By).

i>1
Notemos que el limite de {Bj }r>1, es vacio y para que P sea o-aditiva, el limite de

sus medidas debe ser cero,
lim P(Bg) = P( lim By);
k—o0 k—o0

esto es, debemos asegurar que dada una sucesion decreciente de cilindros cuyo limite es
el vacio, entonces el limite de sus probabilidades sea cero; a esta propiedad se le suele
llamar continuidad en ().

Supongamos lo contrario. Es decir, existe una sucesién decreciente de cilindros cuyo
limite de sus probabilidades es mayor a cero, entonces ningun cilindro de la sucesion
es vacio. Por otro lado, en el lema siguiente mostramos que si el limite de una sucesiéon
decreciente de cilindros no vacios es un cilindro, entonces éste es no vacio. Con esto,
tendriamos por un lado que el limite de esta sucesion es un cilindro no vacio y por otro
lado que su probabilidad es cero; esto es una contradiccién por la definiciéon de nuestra
medida de probabilidad.

Asi, las probabilidades de By, k > 1 tienden a cero como queriamos y P es o-aditiva
en el algebra Z. O

Aqui fue necesario utilizar el siguiente lema.

LEMA 3.6. Si {C;}i>1 es una sucesidn decreciente de cilindros no vacios cuyo

limite es un cilindro C, entonces C' es no vacio.
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DEMOSTRACION. Seguiremos un proceso similar al de la diagonal de Cantor. Ya
que los cilindros son no vacios, podemos considerar una configuracién w’ en cada cilin-
dro C;; i > 1. Definiremos una configuracion w® = (u1, ug, . ..) de la siguiente forma:

Ya que las entradas de cada configuracién pueden adoptar solamente 0 6 1, al
menos uno de los dos valores, digamos ui, es la primera entrada de una infinidad de
rectdngulos de la sucesion {w'};>1, es decir, existe una subsucesién de los rectdngulos
{wh};>1, tal que wi’i = uy para toda 7 > 1.

Ahora, también para esta sucesion existe un valor us y una subsucesion {w?'};>; de
rectangulos que ademads cumple que wg’i = u9; siguiendo con este proceso construimos
para cada n € N la sucesién {w™'};>1 que cumple w;” = wu; para toda j < n, con
valores u; adecuados.

Ahora veamos que w pertenece a cada cilindro C;; si el cilindro est4 generado por
las primeras n aristas, tomamos los cilindros de la sucesién {w™7},;>1 que construimos
arriba, y debe existir uno que esté contenido en C;, porque es una subsucesion de la
sucesion Cj, @ > 1 decreciente de cilindros. De forma que, para algtn cilindro C, ;,

7 € Ny un rectangulo w™ en ese cilindro, tenemos
w™ Cw" C Cpy C Ci

Asi, el rectdangulo w™ depende sélo de las primeras n aristas y éstas coinciden con
las de w™7 que a su vez coinciden con las de w®, como esto ocurre para cualquier i € N,

0

tenemos que w” es un elemento de la interseccién de los cilindros C;, es decir C' # (). [

Con estas dos proposiciones hemos visto que P es una medida de probabilidad
en un algebra que genera la o-dlgebra con la que trabajamos; asi, con el método de
Carathéodory podemos extender la medida a toda la o-dlgebra.

Que el estado de cada arista es independiente de las demas es equivalente a verificar
que los eventos {E,j} x>1 son independientes; pues podemos aplicar el Teorema 2.9 sobre
independencia a estos eventos, que son un 7w-sistema para cada o-dlgebra generada por
cada una de las aristas. Efectivamente, éstos son independientes porque construimos
la medida P con esta caracteristica.

La probabilidad P depende de la probabilidad de conexién p = (pg)ren de cada
arista. Fn nuestros modelos este valor es uniforme, pr = p para toda k € N; y deno-
taremos a su medida de probabilidad P, 6 Pg si también nos interesa recordar que la
grafica del modelo es L.

Ademads cuando la probabildad de conexién es homogénea, aunado a la invariancia
de la reticula bajo traslaciones, asignamos la misma probabilidad a eventos que en

esencia son iguales. Dado un evento A € .7, su trasladado por r, A+ x; reine a todas
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las configuraciones de A pero trasladadas todas por el vector fijo x con coordenadas

enteras.

LEMA 3.7 (Invariancia de la medida). En el modelo de percolacion con probabilidad
de conexion p uniforme, cualquier evento A € F tiene la misma probabilidad que

cualquiera de sus trasladados.

DEMOSTRACION. Es claro que todo el espacio completo es invariante bajo trasla-
ciones por cualquier vector x € Z2, y

(A + IL‘)C = AC + x, (Ui21Ai) +x = UzZl(Az + SC)

Entonces la clase 2 de los eventos que son invariantes bajo traslaciones forman
un sistema de Dynkin pues el total como evento ya es invariante bajo traslaciones y,
por las ecuaciones de arriba, también es cerrado bajo diferencias propias y uniones
numerables mondtonas.

Por otro lado, la clase % de los rectangulos finitos es un mw-sistema, y los rectangu-
los son invariantes bajo traslaciones porque son interseccion de los eventos independien-
tes 7% que al transladarse por un vector = se convierten en eventos de la misma forma
E;”“ para alguna j € N y asi conservan la misma probabilidad p porque la medida es
homogénea.

Entonces, por el Teorema 2.2 tenemos que la o-dlgebra generada .# por los rectangu-

los es invariante bajo traslaciones. O

Ahora necesitamos un espacio que reina los modelos de percolacién para una
grafica con distintas probabilidades de conexidn; esto es, un acoplamiento de todos
los modelos. A continuacién veremos que existe un espacio donde estan definidas una
cantidad numerable de variables aleatorias uniformes en el [0, 1] para luego mostrar
que con éstas se pueden recuperar los modelos que construimos antes.

Se puede seguir un proceso de extension de la medida como en la seccién anterior,
pero es mas sencillo utilizar el espacio (£2,.7,IPy/3), que cuenta con una infinidad de
variables independientes de tipo Bernoulli y pardmetro 1/2 para construir las variables
aleatorias que queremos. Primero mostraremos que esto se puede lograr para una sola

variable uniforme U en el intervalo [0, 1].

PROPOSICION 3.8. La funcion U : (Q,.7,Py,5) — ([0,1], #) definida como

o0

Uw) := Z%,

=1

es una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo [0, 1].
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DEMOSTRACION. Necesitamos probar que U si es una funcién medible y que la
probabilidad que le induce el primer espacio es uniforme, es decir, la probabilidad de

cada intervalo es igual a su longitud.

Para empezar, la serie que define a U(w) es convergente porque la serie es menor
a la serie de potencias de 1/2, de modo que para toda w € €,

0<U(w) <1

Para ver que es medible, aproximamos U con sus sumas parciales que son una

sucesién creciente de funciones medibles; Sy : (€2, %, Py 5) — ([0, 1], %) con

k

Wi
Sk(w) == 5
i=1
Notemos que los valores que toma la funcién son Si(Q) = {4, ..., 2’;—;1}, asi que

la preimagen de cualquier intervalo (a,b) es la preimagen de los puntos en S () que

caen dentro del intervalo que nos interesa:

st = U st (5):

a<27f;€<b
la tinica forma de que Sj(w) = 5 es que w coincida con (n;);<x; donde 5 = Zle 5,
entonces
1 (N .
S, (27) ={w e Q;w; =n;,i <k},

que es la definicién de un rectdngulo, de modo que S, 1(a, b) es la unién de eventos
medibles y efectivamente, Sy es una funcién medible para toda k > 1. Como ademaés la
sucesion {Sy}r>1 es creciente y su limite es U, podemos usar la Proposicién 2.8 para
asegurar que U es medible. Esa misma proposicién nos permite aproximar la medida
de U71(a, 1] como

P1j2(U(a,1]) = lim Pys(S, " (a, 1)),

Ahora, el nimero de rectangulos que tiene cada preimagen S, 1(a, 1] se puede
calcular ficilmente con el primer elemento s; de {n € N;a < g, n < 2%} pues este
conjunto es exactamente la imagen del intervalo que nos interesa y tiene en total 2¥ — s,
elementos y asi, la preimagen estd compuesta de 2¥ — s, rectdngulos disjuntos cuya
medida es la interseccién de k eventos de probabilidad 1/2, entonces
2k — Sk Sk .

ok LT

P1/2(S;, ' (a,1]) =
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notemos ademéds que 5f —a < 2% porque sg es el primer elemento de la imagen, asi al

tomar el limite & — oo, tenemos que
Pyjp(UH(a,1]) = 1 —a.

Con esto ya sabemos que la variable U tiene distribucién uniforme; por el Teorema
de unicidad 2.5, basta comprobar que la medida en un w-sistema corresponde a la de
Lebesgue y ya habfamos visto que la clase de intervalos (a, 1] C [0, 1] es un m-sistema

que genera a los borelianos del intervalo [0, 1]. O

Hemos demostrado que podemos crear una variable uniforme en el [0, 1] a partir
deuna cantidad numerable de variables independientes Bernoulli de pardmetro 1/2.
Para encontrar una cantidad numerable de éstas variables s6lo hay que reorganizar
nuestras variables Bernoulli con una biyeccién ¢ : N2> — N; renombramos las entradas
de nuestras configuraciones w = (w;);>1 haciendo wj' = wy(; ). Asi, para cada n € N,
definimos la variable U, : (Q2,.%,Py,5) — ([0,1], %) como

n

i=1
Por la proposicién anterior, cada una de estas variables U,, tiene distribucién uni-
forme en el [0, 1] y por su definicién, sélo depende de las entradas con indice ¢(i,n); es

decir, su o-algebra generada es

Finalmente, el Teorema 2.10 nos permite agrupar colecciones de o-algebras inde-
pendientes, de modo que {o(U,,)},>1 son independientes como querfamos.

Ya que tenemos un espacio (X,.7',P) := (©2,.#,P;/,) donde estan definidas una
cantidad numerable de variables aleatorias independientes {Uj }ren con distribucion
uniforme en el intervalo [0, 1], podemos utilizarlo como acoplamiento de todos los mo-
delos de percolacion en la reticula Ly de la siguiente forma: a los elementos u € X les

asociamos una grafica aleatoria w del siguiente modo, a cada arista w; le asinamos

1 siup<p
0 siug>p.
Asi, la probabilidad de encontrar una arista abierta es p, como en el modelo de percola-

cién que usamos. Esta forma de atacar el problema es muy 1til, pues en cada realizacion

uno puede ver qué pasa si el pardmetro p es mas chico o mas grande. Mas formalmente,
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PROPOSICION 3.9. Para cada p, tenemos una funcion medible G, : (X, F',P) —
(Q,.7), u— w, con
Wk = X[0,p] (uk)
cuya distribucion coincide con la medida de probabilidad P, del modelo de percolacion

con pardmetro p.

DEMOSTRACION. Para toda k € N, la k—ésima arista de G,(u) estd abierta si
y sblo si U, € [0, p], entonces por la construccién del espacio (X,.#') los conjuntos

G3'(E}) pertenecen a la o-dlgebra .#' y ademés
P(Gp!(B{)) = P(Uy € [0,p]) = Py (E).
U

El acoplamiento nos permite comparar el comportamiento de los procesos al variar
el parametro p porque para cada realizacion, las aristas que estan abiertas en una grafica
permanecen abiertas al aumentar p y entonces la grafica aleatoria G, (u) estd contenida

en Gy (u), sip <p'.
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Capitulo 4

Umbrales

Gracias al acoplamiento que construimos podemos observar cémo cambia la pro-
babilidad de un evento dado segin aumenta la probabilidad de conexiéon. Daremos un
orden a nuestro espacio de configuraciones bajo el cual, existe cierta monotonia res-
pecto a la probabilidad de conexién; con esto definiremos a los eventos crecientes y
mostraremos 3 de sus propiedades: que son mondtonos, positivamente correlacionados
y que poseen un umbral; es decir, un parametro de conexién en donde su probabilidad
sufre un cambio drastico. En los siguientes secciones se define la frontera de un evento
creciente y se relaciona con los eventos infinito y se liga su medida con el cambio de
probabilidad del evento, finalmente se usan estos resultados para presentar la ley de
aproximacién a 0-1 de Russo, asi como una ley similiar debida a Talagrand.

Se dice que una configuraciéon es mayor que otra, w < w si y sélo si w; < w; para
toda i > 1. Y un evento creciente A es aquél que para toda w € A, si w < w entonces
w e A.

OBSERVACION. Tanto la unién como la interseccién de eventos crecientes {A; }icr

es creciente.

Para la percolacién es razonable pensar en eventos crecientes, pues si una confi-
guracién ya tiene abiertas las aristas necesarias para pertenecer a A (una propiedad
dada), entonces también las configuraciones mayores pertenecen a A porque al menos
tienen las mismas aristas abiertas. Asi, las configuraciones de un evento creciente A
estan cargadas hacia las que tienen muchas aristas abiertas, estas configuraciones co-
mienzan teniendo probabilidad despreciable si el pardmetro estd muy cerca de 0 y va
aumentando hasta a 1 conforme las aristas abiertas tienen mayor probabilidad de ser.

Por eso, la medida de los eventos crecientes es mondtona creciente respecto a la
probabilidad de conexién.

PROPOSICION 4.1. Si A es un evento creciente en %, entonces si p < p/,



4. UMBRALES

DEMOSTRACION. Con ayuda del acoplamiento del capitulo anterior, comparar es-
tas dos probabilidades es equivalente a demostrar que G, 1(A) c G;,l(A). Y esto sucede
cuando A es un evento creciente, porque si G (u) pertenece a A, como Gp(u) < G, (u),

tenemos que G (u) también pertenece a A. O

Ya que los eventos crecientes estan cargados hacia las configuraciones con més aris-
tas, es natural pensar que estan positivamente correlacionados; es decir, la probabilidad
de un evento creciente aumenta si se condiciona a la presencia de otro evento creciente,
pues a grandes rasgos implica que la configuracion tiene suficientes aristas abiertas. De

modo que si A y B son eventos crecientes esperamos que

Pp(A[B) = Py(A);

Harris demostré esta relacién para eventos finitamente generados.

LEMA 4.2 (de Harris). Sean A y B eventos crecientes en Fy, k € N, entonces

Po(AN B) > Py(A)By(B).

DEMOSTRACION. Se usard el pardmetro p = (pi)x>1, porque este resultado no ne-
cesita que la probabilidad de conexién sea uniforme, para facilitar la notaciéon haremos
P, = PP. El lema se probara por induccién sobre k.

Para k = 1, de los eventos de la o-dlgebra 7, = {0, E{, E{,Q} sélo E; no
es un evento creciente pues éste contiene a las configuraciones cuya primera arista
estd cerrada entonces cualquiera de esas configuraciones pero con la arista abierta es
mayor a la configuracién original y no pertenece a E; . Por otro lado, es claro que
tanto el vacio como el total son crecientes y el evento Ef es creciente porque en
cualquiera de sus configuraciones la primera arista esta abierta, entonces en cualquier
otra configuracién mayor a ellas también estara abierta, es decir, también pertenecera a
B

Ahora, si alguno de los eventos crecientes es Q 6 (), la desigualdad se vuelve trivial
y en otro caso, buscamos que P(E;") > P(E;")?, entonces es claro que la desigualdad
es valida para k = 1.

Para cualquier evento A € %y, k > 2, existen eventos A;,A; € 1 tal que

A= (AfNnEHUA, NE)

Se construyen de la siguiente forma: como el evento A esta finitamente generado, se

puede expresar como la unién de rectangulos w”. Asi que separando estos rectangulos
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4. UMBRALES

en dos grupos, los que pidan que la k-ésima arista esté abierta y los que piden que
esté cerrada, consideramos w*~! de modo que al intersectarlos con E,j 6 E} serecupere

el rectangulo que esta contenido en A. Asi,

A: = U Wkt A = U Wkt

whcA whCcA

wr=1 wr=0
Ademds, si A es un evento creciente, entonces A, C A; y ambos son eventos
crecientes. Uno contiene al otro porque por cada rectangulo en A que tenga la k-ésima
arista cerrada, habra otro rectangulo en A que tenga la arista abierta, de modo que
ambos rectangulos A, , Ag contiene al mismo rectdngulo de rango k — 1: w*~!. Luego,
Az es creciente porque al tener dos configuraciones cualquiera w < w podemos tomar
la misma pareja pero haciendo que las dos aristas k estén abiertas, de modo que si la
primera configuracién ya pertenece al evento A, entonces también la segunda; las con-
figuraciones originales, w y w, formarian parte de dos rectangulos que al intersectarse
con E;" pertenecen al evento A, es decir, w € A} siw € A} Del mismo modo podemos
ver que A, es creciente si consideramos ahora la pareja de w y w que tengan la k-ésima

arista cerrada.

Luego, como .Zj_1 es independiente de E,j y E,  tenemos

P(A) = prPp(A}) + (1 — pr)P(AL)

Ahora, si el lema es vélido para dimensiones menores que k; ya que la interseccién

de dos eventos se puede expresar como

ANB= (A NB)NEHU(A, NB)NE)
si A y B son crecientes podemos usar la hipdtesis de induccién y la igualdad de
arriba para ver que
P(ANB) > pP(AD)P(B]) + (1 — pe)P(A; )P(By)
sumando

pr(1 = pe) (P(AY) — P(AL))(P(BY)) — P(By)) > 0
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1. FRONTERA Y CONJUNTO ESENCIAL 4. UMBRALES

y reagrupando tenemos

P(ANB) > [peP(AL) + (1 = pi) P(A)][pP(By) + (1 — pr)P(By)]
— P(A)P(B)

que prueba el lema de Harris para cualquier £ € N. O

Se puede generalizar el lema de Harris a un conjunto finito de eventos crecientes

finitamente generados; si Aq,...A, son eventos crecientes de % entonces

Po(Ni<nAi) > [ Po(Ai)
i<n
como se trata de una coleccién finita de eventos, existe una o-dlgebra % finita-
mente generada que contiene a toda la coleccién. El resultado se obtiene por induccion
sobre el nimero de eventos crecientes, la base de induccién es el lema de Harris y el
paso inductivo se obtiene notando que N;<, A; se puede expresar como la interseccién

de dos eventos crecientes para los cuales la desigualdad es vélida.

1. Frontera y Conjunto Esencial

Algunos eventos crecientes se parecen a los eventos infinito en el sentido de que su
probabilidad, como funcién de p, en los extremos es practicamente 0 6 practicamente
1; asi, buscamos caracterizar los eventos crecientes que poseen un intervalo en donde
sucede un cambio repentino en su probabildad, a este intervalo se le conoce como ven-
tana del umbral. Existen varios resultados que giran en torno de estos conceptos;
aqui introducimos el concepto de frontera, mostramos que la ausencia de frontera ca-
racteriza a los eventos infinito y se relaciona la medida de la frontera con el cambio de
la probabilidad de un evento creciente.

Cuando se trata de un evento infinito y creciente F, su probabilidad por un lado
sélo puede ser 0 6 1 y por otro, es creciente respecto a p, entonces existe un punto
llamado umbral en donde la probabilidad deja de ser cero y pasa a ser uno. Las
condiciones que Russo propuso en su ley de aproximacién a 0-1 tienen que ver con
qué tanto se parecen los eventos crecientes a los eventos infinito, que no dependen
de ninguna arista en particular, es decir, ninguna arista es esencial al decidir si una
configuracion pertenece o no al evento.

Para medir esta caracteristica definimos para cada configuracién w € €2, su confi-
guracion i-par S;w , que es aquélla que coincide con todas las aristas de w, excepto

en la 7-ésima donde tienen estados distintos; también serd 1til diferenciar entre la que
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4. UMBRALES 1. FRONTERA Y CONJUNTO ESENCIAL

tiene su i-ésima arista abierta o cerrada y las denotaremos w'™ y w’™, respectivamente.

Ahora definimos, para toda i € N y cualquier evento A € %

STA={weA:Sw¢A} FPA={weQ\A: Swed} §A=6AUSFA
§TA = U167 A §EA = U108 A SA=5"AUEA

Como la simboologia sugiere, § A puede considerarse la frontera de A; es decir,
aquellas configuraciones que al cambiar una arista de estado, pasa de pertenecer al
evento A a pertenecer a su complemento €2\ A. La frontera se puede dividir de varias
formas; entre ellas estd la frontera interior, 5T A, que son las configuraciones que
estdn en el evento pero que alguno de sus i-pares ya no estd; y la i-frontera 6;A
contiene a los eventos que, a causa del estado de la arista i estdn o no en dicho evento,
su probabilidad, IP,,(d;A) se conoce como influencia de la arista i en el evento A.

Ahora podemos caracterizar los eventos infinito como aquéllos que carecen de fron-

tera o aristas esenciales.
LEMA 4.3. Un evento E € F, siy solo si 6; E = 0 para toda i € N.

DEMOSTRACION. Primero mostremos que si £ € Fg entonces para cualquier i ¢

S, entonces §; E = (). E se puede expresar como
E = {w SV (wi)ies € B},

con B medible en {0,1}°. De modo que para cualquier configuracién w, si i ¢ S

entonces
w € E siysolosi S;weF,

pues tenemos que (wk)kes = (Siwk)kes v asi, su i-frontera es nula, §; F = (). Aplicando
esto a S = N\ {i} tenemos la condicién necesaria.

Para ver que 0; ' = (), para toda arista i es una condicién suficiente para asegurar

que F € Z; consideremos .¥ la clase
& = {S € N finito : E ¢ Fys}.

Supongamos que §; E = () para toda i pero que E ¢ %, entonces este conjunto
es no vacio y podemos escoger S € .¢ de cardinalidad minima. Como E € .% = Zy,
entonces S # () y podemos escoger un elemento ¢ € S. Por la minimalidad de S, para
S" = 5\ {i} se cumple que E € Fn\ g vy asi

E={weQ: (wj)jes € B'},
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con B’ medible en {0, 1}N\Sl. Tenemos por hipdtesis que si w € E entonces cualquier
i-par de w pertenece a F, entonces (w;)jgg € B’ sin importar el valor de la i-ésima
arista, entonces B’ = B x {0,1} con B medible en {0,1}\% asi

E={weQ: (w)es € B};
es decir, £ € Fy\ g; que es una contradiccion, por lo tanto E sf es un evento infinito. [

Por otra parte, para medir el cambio de la probabilidad de un evento A usamos, si
existe, la derivada de la probabilidad como funcién de p. Margulis y Russo obtuvieron
una forma explicita de la derivada para los eventos crecientes finitamente generados
que relaciona la probabilidad de un evento creciente con sus aristas esenciales.

Para cada evento A € .7 y w € Q, el conjunto esencial, Cy(w) , reinen a
las aristas de w, que son esenciales para que la configuracién pertenezca a A o no.

Formalmente,
Ca(w) :={i e N;we§A}, na(w) == |Ca(w)|.

Notemos que la cardinalidad del conjunto es un indicador de qué tan fragil es la
configuraciéon w o qué tantas nuevas configuraciones de A podemos encontrar; cuando
se tienen muy pocas o demasiadas aristas abiertas no es muy probable que una de
ellas marque la diferencia para pertenecer o no al evento que nos interesa; sin embargo,
a medida que la proporcion entre aristas abiertas y cerradas es mas homogénea, se
espera tener mds aristas esenciales; es decir, al aumentar el valor esperado de n4(w),
la derivada de P,(A) aumenta, dando lugar a un intervalo donde el cambio es drastico,

esto sugiere el resultado siguiente.

PROPOSICION 4.4 (Férmula de Margulis-Russo). Un evento creciente A € F

finitamente generado cumple

d

Ep(na) = o Fp(A).

DEMOSTRACION. El ntimero de aristas esenciales se puede contar mediante la suma
de funciones indicadoras de las i-fronteras; por la linearidad de la esperanza y por
tratarse de indicadoras, el valor esperado de 74 es igual a una serie de probabilidades:

Ep(na) = Y Pp(8iA).
1€EN
Pero como se trata de un evento finitamente generado, entonces A € %, con k € N,

de modo que la i-frontera es vacia para i > k, pues A es independiente de cualquier

arista fuera del conjunto generador. Esto reduce nuestra serie a k sumandos. Por un
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momento distingamos la probabilidad de conexién de cada arista p;; asi estamos usando
P = (pi)ien-

Ahora separemos el evento A, en dos conjuntos: 57 A y A\ §/ A. Por un lado ten-
dremos que 6/ A cumple

SfA=EngA

porque al tratarse de un evento creciente, si una configuracién estd en A y en la i-
frontera, tiene que tener abierta la i-ésima arista. Por otro lado, el conjunto restante,
A\ 61 A, no depende de la arista i porque para cualquier pareja de configuraciones w y
S;w ambas pertenecen al evento A o ninguna lo hace. Asi, para toda ¢ € N, derivando

la probabilidad del evento respecto al parametro p; tenemos

0 0
%Pp(/l) = a—piIP’p(E;r N6 A) +Pp(A\6;A) = Pp(d:A);
pero para i > k, la derivada respecto a p; es nula porque la influencia de dicha arista es

cero. Entonces, retomando la probabilidad de conexién uniforme p = (p);en tenemos

d

Ep(na) = Z]P)p(éiA) = %

i<k

Py (A).

2. Medida de la Frontera y Umbrales

La relacion entre la esperanza de la cardinalidad del conjunto esencial y la derivada
de la probabilidad para eventos finitamente generados nos induce a pensar que las
caracteristicas de la frontera de un evento influyen en la calidad de su ventana de
umbral, de modo que la relacion entre la medida del evento respecto a la medida de
la frontera interior se utiliza para dar una primera ventana de umbral para eventos

crecientes.

TEOREMA 4.5 (Primera ventana). Dado € > 0 y un evento creciente A € F, si
Py, (A) > € y P, (6T A) < €3, entonces

P,(A)>1—¢ V'p>po+e.

Para ello introduciremos un orden en la clase de las medidas de (€2,.#). Como
no todas las medidas hacen independientes a las aristas, no nos sirve el acoplamiento
que construimos en el capitulo anterior, ahora utilizaremos medidas en (2 x €, %),
donde .%; es la o-algebra generada por todos los productos posibles C' x C’ de cilindros
Cc,C'e #.
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Diremos que una medida v del espacio (2,.%) estd e-dominada por otra medida
1 del mismo espacio, se denota v é i, si existe una medida conjunta m : Q x Q — RT
tal que para todo evento medible en {2 se tiene
i) m(A x Q) =v(A),
it) m(Q x A) = p(A),
iii) El conjunto triangular, T = {(w,w) € @ x Q; w < w} cumple m(T) > 1 —e.

Las condiciones i), #i) definen una medida conjunta de v y pu, es decir, estas medidas

pueden recuperarse a partir de m, mientras que 4ii) marca la proximidad entre ellas.
El conjunto T reine a los elementos en donde la segunda configuracién es mayor que

la primera; asi, cuando una medida domina a otra, en cierta forma significa que es muy

probable que las configuraciones obtenidas con la medida dominante sean mayores a las

configuraciones obtenidas con la medida dominada. En particular, los eventos crecientes

tienen, con cierto margen de error, mayor probabilidad en el modelo dominante; es

€

decir, para cualquier evento creciente C, si v < p entonces se tiene que
v(C) < u(C) +e.

Esto se prueba expresando las medidas v(C) y p(C) con la medida conjunta, de

modo que sabemos que
m(C x Q) <m(Q2xC)+e¢

pues los eventos elementales (w,w) en C x 2, se pueden separar en dos conjuntos,
aquéllos donde la segunda configuracién es mayor que la primera y los que no. Asi, el
primer conjunto estd contenido en 2 x C' ya que si w < w, entonces w € C; mientras
que el segundo conjunto esta contenido en el complemento del conjunto triangular cuya
medida es menor que €.

El siguiente lema da condiciones suficientes para que una medida homogénea P,

domine a otra medida no necesariamente homogénea.

LEMA 4.6. Si v es una medida de probabilidad del espacio (Q0,.F) y existe un
congunto medible D € F con probabilidad v(D) > 1—¢, tal que para toda configuracion
w €D ytodo k >1 se tiene

(6) v(Ef | WD) <p,
donde w* = {w € Q; w; = w;, i <k}. Entonces v é P,.

DEMOSTRACION. Si D tiene una probabilidad alta, entonces condicionando ca-

si a cualquier rectdngulo w” tenemos que la probabilidad de que la siguiente arista
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esté abierta es menor que la probabilidad de conexién en P, de modo que es natural

pensar que v estd e-dominada por P,. Construyamos la medida que lo prueba.

Cualquier cilindro C' se puede expresar como la unién disjunta de cilindros w* con

k suficientemente grande, asi que cualquier producto C' x C’ también se puede expresar

como la unién disjunta de eventos de la forma w” x w¥. Primero hacemos
m(Ef x Bf) = v(EY), m(Ef x By) =0,
m(E x Ef) =p—v(EY), m(Ey x Ey)=1-p.

Luego, para k > 2 definimos la medida de EJ* x EZ" condicionando primero a los

rectangulos w1 k=1

Si v(E; Jwh?

X que forman una particién del espacio 2 x €.
)

w
< p entonces

La medida de E;” x Ef es positiva por hipdtesis y quitamos todo el peso de EZ+ x B~
que es el conjunto en donde la segunda configuracién no es mayor que la primera. Por

otro lado, si I/(E,j\wk_l) > p, entonces sin importar los signos oy, o}, hacemos

?

m(E* x EJHwb =1 x wh=1) = p(E7 Wk~ YR, (BT

que es como si las dos medidas fueran inpedendientes.

k x wF de manera

Con esto hemos definido la medida m sobre los conjuntos w
recursiva, ya que para k > 2 y oy y o}, positivo o negativo segin wy y wy sean 1 6 0,

tenemos que
m(wl’C X wk) =m(EJ" x Ezklwk"_l X wk_l)m(wk_1 X wk_l);

para k = 1, los posibles casos son los 4 que definimos al principio.

Ahora que sabemos cudl es la medida en el 7-sistema del producto de rectangulos
Wk x w*, k € N, se extiende la medida a su 4lgebra, que consta de uniones finitas de
estos productos y luego se extiende a %5 con el método de Carathéodory.

Para ver que es una medida conjunta de v, revisaremos sélo los rectangulos w® con

w € Qy k€N, estos rectangulos forman un 7-sistema que genera a .# asi que si

m(w® x Q) = v(w")
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para todos los rectangulos w”®, por el Teorema de unicidad 2.5, la igualdad también se
cumple para todos los eventos medibles de .%#.

Usaremos induccién; para k£ = 1 la igualdad se obtiene sumando por pares las
primeras 4 ecuaciones que definen a m; luego para k > 2 descomponemos el espacio en

k—1

rectangulos w para utilizar la férmula de la probabilidad total,

m(w* x Q) = Y (m(EJF x BY) +m(EJF x Ey));
wk—l

k-1 k

luego, condicionando con w x w*~1 obtenemos la medida de v(w*) sin importar

cudl definicién correspondia, hay que considerar por separado cuando oy es positivo y

k—1

negativo, pero ninguno de los dos casos dependen de los rectangulos w y usando la

hipétesis de induccién tenemos,
m(w* x Q) = v(EZ* | (w1 = v(wh).

Andlogamente se muestra que es una medida conjunta de P,, aqui serd necesario

utilizar ademés que para IP, las aristas son independientes, de modo que
m(Q x w*) = By (EyF )Py (w* 1) = Pp(w").

Finalmente, para ver que el conjunto triangular tiene medida mayor a 1 — ¢, vamos
a calcular v(D) con ayuda de la medida conjunta.

Estudiamos primero el subconjunto de D x {2 en donde los elementos (w, w) cumplen
w £ w; para esto es necesario que exista k € N tal que (w,w) € E,j x E_; pero la
medida se construyd para que si w € D entonces estos conjuntos no tuvieran medida
positiva, es decir para cualquier k£ > 1

m((Ef ND) x E;) =Y m(E x By [ x wbm(w! x wk~) = 0.

weD
wh—1

Asi, los unicos elementos que contaran en la medida de D x € son aquéllos que

pertenecen al conjunto triangular y asi tenemos que

1-e<v(D) <m{(w,w) € A xQ; w<w}.

Mostrando que v estd e-dominada por P,. O

Dado un evento creciente A, y una medida de probabilidad P, podemos aumentar
la probabilidad del evento condicionando con otro evento creciente B para tener una
medida de probabilidad P, p := P, (- | B), o utilizando un nuevo pardmetro de conexién
p + €. En la proposicion de la primera ventana damos condiciones bajo las cuales

€
P, <P,ic y si hacemos B = A, entonces obtenemos una ventana de umbral.
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4. UMBRALES 2. MEDIDA DE LA FRONTERA Y UMBRALES

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LA PRIMERA VENTANA. Nuestra intencién es
€
utilizar el lema de arriba para probar que P, 4 < Py, de modo que al utilizar la

desigualdad entre las dos medidas del mismo evento creciente A tendremos
1= Ppa(A) < Bypo(4) +e.

Primero veamos qué configuraciones cumplen con la condicién (6) del lema 4.6 y
luego qué necesitamos pedir para que éstas sean casi todas las configuraciones. Quere-
mos acotar con p+ € a
P, (Ef N (A\ LA Nwk=D) + P (EF NéfANwk—D)

+ k—1)\ _
Ppa(E; | w! )) = ]P’p(Aﬂw(k'_l))

Aqui separamos al evento A en la parte que no depende de la k-ésima, arista A\(S,éA
y en el resto, (5,514, que ademads estd contenido en E,j porque se trata de un evento
creciente. Utilizando la independencia de E;f y la monotonfa de la medida con A\§f A C

A podemos ver que
Py(Ef N(A\ 5 A) nwk—)
P,(ANwk-1)
asi, el segundo sumando es el que debe acotarse con €, entonces nos interesan las

<,

configuraciones tales que para toda k > 1 cumplen

I (k—1)
) P,(dpANw ) <e
P,(ANwk-1)

Para cada k fijo, las configuraciones se pueden agrupar en los rectdangulos w*~!

que
cumplen o no la condiciéon de arriba, si reunimos en Dy a los rectangulos que cumplen
(7) para cada k > 1 fijo, entonces su interseccién D es el conjunto que requiere el lema
4.6.

Para conocer la probabilidad del conjunto D examinaremos la probabilidad de su

complemento, expresando a éste como una unién disjunta de eventos,

k—1
By = (ﬂ Di> N Dg.
=1

Es claro que {Bj},>1 son eventos disjuntos y su unién es D¢ y ademds como By,
esta formado por los rectdngulos que no cumplen (7) para k, entonces tendremos que

I
P,(AN By) < w'
€

Luego, (5,€A C 6" A de modo que al sumar sobre k > 1, podemos usar la o-aditividad

de la medida para ver que

I
P,(AN D) < F,(0°4) A);
€
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recordemos que la medida que queremos dominar es P, 4 y gracias a las hipdtesis
P,(A) > ey P,(67A) < €3, tenemos
P, (374)

< =2
DS ) =

que nos permite aplicar el lema 4.6 como necesitamos. O

Un resultado similar es el de Friedgut y Kalai, donde se restringen a eventos cre-
cientes y simétricos; un evento A € %), A finito, es simétrico si existe un grupo de
permutaciones de A tal que para cualquier permutacién 7 del grupo, si w € A entonces
m(w) € A, donde la permutacién se aplica a los elemento de i € A.

TEOREMA 4.7 (Friedgut, Kalai). Eziste una constante ¢, tal que para todo evento
A € F\ creciente y simétrico, con |A| = n finito; si Py (A) > €, con 0 < € < 1/2,
entonces

log(2¢)
logn

PP(A)zl—e Vp>po+c

Para una prueba ver [EF96]. Sin embargo, con estas ventanas no se puede decir
algo del comportamiento de la probabilidad del evento con parametro menor a py. Para
mejorar nuestro conocimiento de la ventana necesitamos una forma de poder acotar

nosotros mismos a la frontera interior del evento.

3. Cotas para la Medida de la Frontera

En esta seccién probaremos dos formas de relacionar la probabilidad de un evento
vy el nuimero esperado de aristas esenciales que nos permitird acotar la medida de
la frontera del evento con la medida de sus influencias. A partir de aqui uno se ve

restringuido a utilizar eventos finitamente generados.

El primero de los lemas establece que el nimero esperado de aristas esenciales
serd grande si el evento, con un parametro de conexién alejado de cero y uno, tiene

probabilidad pequena.
LEMA 4.8. Para todo evento finitamente generado A € %y no vacio, tenemos
Ep(nalA) = log, Pp(A),

con p’ = min{p,1 — p}.
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4. UMBRALES 3. COTAS PARA LA MEDIDA DE LA FRONTERA

DEMOSTRACION. La esperanza de 14 es la suma de todas las influencias y condi-
cionando con A, tenemos entonces la suma de las probabilidades de (5{ A dividido por

la medida. del evento A,
k
P, (5! A
Ey(nald) = Y0 120,

Cuando se trata de un rectangulo w”, para todas las configuraciones es esencial que
cada arista ¢ < k sea exactamente igual a w; porque de otro modo, no pertenecerian al
recténgulo w”; entonces 6/w* = w¥ para toda i < k y si i > k entonces la frontera es
vacia; teniendo asi
D i< Pp (w*)

Pp (w")

por otro lado la medida del rectdngulo se puede acotar con el minimode py 1 —p

Pow®) =] p» [] (0 -p) < @),

w,-:l wi=0

Ep(ﬁwk‘wk) = =k,

y al obtener logaritmo base p’ tenemos una igualdad entre la esperanza condicionada
y el logaritmo base p’ de la medida.

Para cualquier otro tipo de evento A € % se probard por induccién sobre el
nimero de aristas k que generan al evento. Ya vimos cémo descomponer al evento A
en dos conjuntos A;r y A, de donde podamos recuperar la informacién del primero pero
que dependan de una arista menos; ahora veremos cémo se relacionan sus influencias
internas.

Los eventos de .#; cumplen la desigualdad del lema pues tanto Ef como E7 son
rectangulos y el total hace trivial la desigualdad. Ahora bien, si & > 1, entonces A se

puede descomponer como en el lema de Harris,
A= (EfnAHU(E, NAL).

Andlogamente podemos definir los eventos A} 6 A; para cualquier i < k. Una de
estas pareja cumple que ninguno de los dos eventos es vacio; por ejemplo, si A,Jg = () en-
tonces A esta totalmente contenido en E,; si para toda i < k el evento A esta contenido
totalmente en algin rectangulo E;", entonces A se puede expresar como la interseccién
de estos eventos, siendo asi un rectangulo. Entonces debe existir un elemento ¢ < k
para el que las probabilidades de los eventos A y A; no son ni cero ni uno, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que esto se cumple para la arista k.

El evento A? conservard la informacién de las configuraciones que tienen la arista

k abierta y A, hard lo mismo para las que tienen la arista cerrada. Como ya vimos en
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la demostracién del lema de Harris, estos eventos dependen sélo de las primeras k — 1
aristas y por lo tanto seran independientes de E,j y E .

Notemos que si w € A pertenece a la k-frontera de A entonces la pareja w y Spw
pertenece sélo a uno de los eventos Aﬁ y A, ; ya que si pertenecen a ambos eventos,
entonces w ¢ 0L A. Asi, la k-frontera interior es

O A= (B N (A7 \A) U (B N (A \ A])).

Para las i-fronteras restantes, dada una configuracién w € A puede suceder que
su i-par, S;w, pertenezca a A; y dado que estas configuraciones coinciden en la arista
k, deben pertenecen al mismo evento AkJr 6 A, de modo que no son parte de sus -
fronteras. En cambio si w € A pertenece a la i-frontera de A entonces también pertenece

a 0T A 6 6T A, segiin sea el caso. Entonces
5iA = (Ef Nl AN U(E; N6LAL).

Calculando la medida de las fronteras como la suma de la medida de los eventos

que la componen tenemos, para ¢ < k,

Py (05 A) = pPp(A] \ A) + (1= p)Py(Ay \ AY),
Py (0] A) = pPp (6] A) + (1 = p)Pp (5] A}).

Ahora bien, calculando P,(A)E,(n4 | A) como la suma de las probabilidades de las

fronteras interiores, tenemos que es igual a
PPP(A;: \AL)+ (1 —p)Py(Ay \A;:) + prp(éz‘IAii_) +(1 - P)Pp(éiIA;);
i<k

tomando o = IP’p(AZ) y 8 =P,(A; ), podemos acotar los dos primeros sumandos por
el valor absoluto de o — 8 y el minimo p’, porque la probabilidad de una diferencia
es menor que la diferencia de las probabilidades; del 1iltimo sumando se recuperan
las esperanzas condicionadas de AZ y A, multiplicadas por factores adecuados; y

expresando la medida de A en términos de a y S obtenemos que

p'lo = Bl + paEy(n s [A7) + (1= p)BE (14| Ay)
(pa+ (1 —p)p) '

Aplicando la hipdtesis de induccién a los eventos Az y A, que estan generados

EP(UA‘A) >

por menos aristas que A, podemos sustituir la esperanza por un logaritmo. De modo
que basta probar la siguiente desigualdad
p'la — B| + palog, a+ (1 —p)Blog, B
pa+(1—p)p

> log,, (pa + (1 —p)B).
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Para ver que esta desigualdad es vélida para cualquier o, € (0,1), notemos
primero que el papel de a y S es totalmente simétrico, supongamos que 8 < « hay
que ver esta desigualdad (despejada) como una funcién de (3 es siempre positiva. Esto
se logra mostrando que la funcién es céncava porque su segunda derivada es negativa
y asi, alcanza su minimo en la frontera, es decir, en uno de los extremos del intervalo

que estemos considerando. La funcién serd

fo(B) =p'(a = B) + palog,, a+ (1 —p)Blog, B
— (pa+ (1 —p)B)log, (pa + (1 —p)B),

y su segunda derivada es negativa

Cfa(B) _1-p _ 1-p)°
dp? Blogp’  (pa+ (1—p)B)logp’”

Al evaluar la funcién f, en « es cero y en cero es positiva,

/

VY
fal0) = pa(; — log,, p) > 0;

asi, la funcién debe ser positiva en todo el intervalo (0, &) como queriamos para terminar

el paso inductivo. ]

Sin embargo el converso de este lema es falso; es decir, no es suficiente saber que
el nimero esperado de aristas esenciales es grande para que la probabilidad del evento
sea pequena. Llamaremos banda a un evento de la forma S = A\ B con A y B eventos
crecientes. El segundo lema muestra que si aseguramos, para una banda S, que el
numero esperado de aristas esenciales condicionado a S es suficientemente grande en
todo un intervalo, entonces la integral de la probabilidad de S sobre ese intervalo es

pequena.

LEMA 4.9. Dados 0 < a < <1 y una banda S € &, se tiene que

B 2
P,(S)dp < - )
/a P < e S By s1S)

DEMOSTRACION. En la demostracién anterior se acoté la esperanza al manipular
la expresion P,(A)E,(na | A), ahora partiremos de la misma expresién pero buscando

una forma distinta de expresar ng. Notemos que si w € S entonces

Ca(w)UCp(w) =Cgs(w)

porque si w esta en la i-frontera interior de S es porque su par S;w pertenece a B

0 ya no pertenece a A, en ambos casos la configuracién forma parte de la frontera de
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A 6 B. Y por otro lado, las aristas que son esenciales para que una congifuracién w,
que ya pertenece a la banda S, pertenezca a A y no pertenezca a B son también las

aristas esenciales de w para pertenecer a S. Asi, con w € S tenemos

ns = |CaUCB| <na+ns,
ns - Xs <Na+NB.

Como la esperanza es monétona y lineal tenemos que

P,(S)Ep(ns | S) = Ep(ns - xs) < Ep(na) + Eyp(ns),

si cambiamos la esperanza condicionada de 7g por su infimo en (a, 3), la desigual-
dad sigue siendo valida para toda p en ese intervalo y asi serd una constante al integrar
sobre (a, ) ademds, por el lema de Margulis-Russo, la integral de la esperanza de 14

y np es igual a la diferencia de las medidas de A y B en a y 3, asi tenemos que

B
inf Ep(ns|5’)/ P,(S) <2,

pE(a,B)

obteniendo una cota para el promedio de la medida de S en el intervalo («, ). O

Ahora hay que descomponer la frontera en eventos del tipo banda. Notemos que
una banda S = A\ B tiene la caracteristica que para cualesquiera tres configuraciones
w1 < wo < ws, si la primera pertenece a S entonces las tres configuraciones pertencen
a A, pero si wy ¢ S se debe a que pertenece a B y por lo tanto ws también queda
excluido de S.

OBSERVACION. Este comportamiento se puede observar en los conjuntos esenciales
con cardinalidad k fija de un evento creciente.

Consideremos un evento creciente A y dos configuraciones w < w, ambas en A,
y comparemos sus cojuntos esenciales. Si existe ¢ € N tal que w esté en la i-frontera
de A, como S;w coincide con w excepto por la i-ésima arista tenemos que S;w debe
ser mayor que alguno de la pareja w y S;w; méas aun debe suceder que S;w < S;w con
S;w ¢ A porque de otro modo S;w € A, contrario a nuestra suposicién. Asi tenemos

que la arista ¢ también es esencial para w,
CA(w) C CA(w).

Analogamente, considerando ahora dos configuraciones w < w fuera de A tenemos
la contensién contraria, para cualquier arista i esencial para w tenemos que S;w € A

coincide con w excepto por la arista i, de modo que es menor que uno de la pareja w,
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S;w y mas exactamente, S;w < S;w pues de otro modo w € A, que no es el caso. Asi,

w también pertenece a la i-frontera de A y entonces
CA(W) C CA(U)).

Hemos mostramos que 74 es una funcién no-creciente dentro de A y no-decreciente
fuera de A, y tanto los conjuntos de configuraciones dentro de A que tienen a lo més k
aristas esenciales (74 < k), como los de configuraciones fuera de A que tienen k o mas
aristas esenciales (n4 > k) forman eventos crecientes. Con esto podemos descomponer

la frontera 0 A en bandas de la siguiente forma: para cada k > 1 definimos

ATA:={we A;na(w) =k},
AFPA:={weQ\ A;na(w) =k};

Estos eventos son bandas porque resultan de la diferencia de dos conjuntos crecien-
tes como los de arriba: AL A contiene las configuraciones en A que cumplen n4(w) < k
pero na(w) £ k — 1; mientras que el evento AP A contiene a las configuraciones que no
pertenecen a A y cumplen n4(w) > k pero na(w) 2 k+ 1.

Si se trata de un evento finitamente generado entonces el conjunto esencial est4 li-
mitado dentro del conjunto de aristas que generan al evento, de modo que cualquier

evento w € §A pertenece a
ARA:=ALAUAEA,

para alguna k € N.

Ahora estamos listos para demostrar que se puede acotar la probabilidad de la

frontera total si sabemos que todas las infuencias son muy pequenas.

PROPOSICION 4.10 (Cota de la frontera). Si A € %, es un evento creciente, en-

tonces para cualquier € € (0,1/2) se tiene

1—e
/ P,(6A)dp < 4(log, n)~ /2,

donde sup sup P,(5;4) <n.
1€N pe[0,1]

DEMOSTRACION. Comencemos acotando la medida de AfA (6 AFA) con ayuda
del lema 4.9 para bandas, tomando S = Al A (6 S = AFA) tenemos

2
infpe[a,l—a} EP(WS|S) .
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Usamos la formula de Bayes para descomponer la esperanza y poder relacionarla

con las i-influencias que tenemos acotadas:

> ok Ep(ns|Sck)Pp(Sck)
> Pp(Scik)

donde C| k corre sobre todos los conjuntos esenciales que tienen cardinalidad k € N, y

Ep(ns]S) =

Scr C S contiene a las configuraciones en A(6 '\ A) que tienen exactamente a C, k
como conjunto esencial. Luego, si el conjunto esencial de una configuraciéon w dada es
C, k entonces cualquier i-par S;w en A(6 Q\ A) tiene k aristas esenciales si y sélo si su
conjunto esencial también es C, k, esto es por la monotonia de ng en A (6 2\ A).

Asi, la esperanza de S'y Sc  es la misma si condicionamos con Sc ), y podemos
usar el lema 4.8 para acotar con el logaritmo de P,(Sc %), pero ademés Sc C §;A
para cualquier ¢ € C, k de modo que podemos mejorar la cota utilizando logaritmo de
n,

E,(ns|Sc,k) > log, Pp(Sck) > log, n;

mas aun, para p € (o, 1 — «) la base del logaritmo se puede reducir a «a, asi tenemos
Zc k 0gaT]
Ep(ns|S) = Z]P’ (Scuk),
C.k

para toda p € («, 1—a), dejando una buena cota del infimo de la esperanza condicionada

de 7,
l—a 2
P,(S)dp <
/a »( )p_loga

Sumando las dos desigualdades con S = ALA y S = AFA obtenemos una cota

para la integral de A, A
4

" log, 7
ésta serd de utilidad porque tanto la esperanza de n4 como la medida de la frontera

total, 0 A, se pueden expresar en términos de estos conjuntos:

11—« -
(8) / p(0A)dp =) / (AR A)dp,

k>1
11—« 11—«
(9) [ Eawd =Y [ i <
o E>1

utilizar el lema de Margulis-Russo en la segunda ecuacién por tratarse de un evento
finitamente generado.
Aunque la cota para la integral de ApA es la clave para acotar la integral de la

medida de la frontera, no es sufciente aplicarla directamente en (8) porque se trata
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P,(A) P,(A)

Po 1

(a) Teorema 4.5 (b) Ley de aprox. a 0-1

Ficura 1. El Teorema 4.5 para obtener una ventana de umbral y la

ley de aproximacion a 0-1 de Russo.

de una serie y la cota es uniforme, asi que nos valdremos de la desigualdad (9) para

deshacernos de la cola de la serie
> [ e
k=ko+1" %

Para acotar la cola de la serie, podemos multiplicar al k-ésimo sumando por ﬁ >

1, entonces estamos acotando con una parte de la integral en (9) y asf,

1 1o 1
Z / L(ARA)dp < Z / kP, (ARA)dp < .
fhg1 7 kk+1k0+1 ko+1

Ahora, los primeros kg términos se pueden acotar con koM ; usamos el iinico nimero
natural que cumple kg < M~Y/2 < ko + 1, asf la integral de la medida de la frontera

sobre (a,1 — «) es igual a

1
p(ArA)d p(ArA)dp < koM < 2M'/?;
Z/a kA)dp + Z / RA)dp < koM + o+ 1= ;
k=ko+1
como 2M'/? = 4(log,, )~ /2, obtenemos el resultado deseado. O

4. El Teorema sobre Umbrales de Russo

En cierta forma, la ley de Russo para eventos crecientes es sélo una aplicacion
eficiente de la primera aproximacién de ventana, Teorema 4.5 y el lema 4.10, que

permite acotar la medida de las frontera por medio de las influencias del evento.

TEOREMA 4.11 (Ley de aproximaicién a 0-1). Si A € %y es un evento creciente,

entonces Ve > 0,3n > 0 tal que si sup sup P,(0;A) < n entonces existe un punto
i€N pe[0,1]
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po € [0,1] tal que

(10) P,(A) <e Vp<p—¢,
(11) Py(A)>1—¢ Vp>pote.

DEMOSTRACION. Sea A un evento creciente finitamente generado y ¢ > 0. Ya
sabemos que si pg cumple las condiciones de 4.5, entonces podemos encontrar una
ventana de umbral que nos habla de la medida del evento para parametros mayores a

Do + €, pero no sabemos que pasa ante de pg. Consideremos
q :=sup{p € [0,1]; P,(A4) < e},

y descartemos primero dos casos. Si ¢ > 1 — € entonces con pg = ¢ se cumple (10) y
ya que la ventana no deja ningin punto que sea mayor a pg + €, se cumple (11) por
vacuidad. Por otro lado si € > 1/2, estarfamos buscando una ventana de ancho mayor
o igual a 1, que no tiene sentido.

Supongamos entonces que € < 1/2 y ¢ < 1 — €. Lo que interesa ahora es encontrar
un punto pg mayor a g y lo més cercano a él, que ademas cumpla la segunda condicion
del Teorema 4.5 con la que obtendremos una primera ventana de umbral. Buscaremos

a po en un intervalo (1, B2) C («, 1 — ). Por la Proposicién 4.10 tenemos que

B2 11—«
/ P,(5A)dp < / P,(6A)dp < 4[log, n)~'/?,

entonces con los parametros adecuados, tendremos que existe un punto pg del intervalo
(51, B2) tal que la medida de su frontera cumpla

4[log,, n]~1/? <&
B2 — b1

pues de otro modo tendriamos que la integral de la frontera sobre el intervalo es estric-

IP>190 (5‘4) S

tamente mayor a €3(82 — 31), que es una contradiccién. Los parametros deben cumplir

B1>qy B2 < q+e, para que P (A) > ey Py —(A) < ¢, respectivamente. Si tomamos
€
a=g= B2 — b1,
) €
/81 = maX{Qv 5})

entonces se cumplen las condiciones necesarias y el intervalo (81, f2) estd contenido en
(o, 1 — @) como querfamos, esto se verifica con operaciones elementales y recordando
queg<l—eye<l1/2

Finalemente, para poder acotar la integral sobre el intervalo del que obtendre-

mos pg, necesitamos que las influencias del evento creciente A sean menores que 7(€),

68



4. UMBRALES 4. EL TEOREMA SOBRE UMBRALES DE RUSSO

definiendo 1 como aquél que cumple
4[loge/2 77]_1/2 _ 63
€/2 '
O

Existen otros resultados similares que relacionan las influencias de un evento con
su probabilidad, como el Teorema de Talagrand, ver [Tal94], que también permite

obtener ventanas de umbral para eventos crecientes finitamente generados.
TEOREMA 4.12 (Talagrand). Para un evento creciente A € Fa, |A| = n; existe
K = K(n) tal que si p,p+ € € [0, 1] entonces
Py(A)(1 = Ppie(A4)) < 5%,

donde sup sup P,(6;A) <n.
1€N pe[0,1]

COROLARIO 4.13. Ve > 0,3n > 0 tal que si A € Fp es un evento creciente y

P,(0;4) <n VieN,Vpelo1],
entonces existe un punto q € [0,1] tal que
Pp(A) <€ Vp<q,
Pp(A) >1—e Vp>q+te

DEMOSTRACION. Tomando de nuevo ¢ := sup{p € [0,1]; P,(A) < €}, la primera
desigualdad se cumple por construccién. Ahora tomamos n = n(K, €) que cumpla

ne/K _ 62;

asi, con el teorema anterior, podemos despejar la probabilidad del evento con parametro

q + € y por monotonia, la segunda desigualdad del corolario; asi,

ne/K

L Pored) < g

O

El Teorema de Talagrand se obtiene con herramientas mas complicadas que las
que usamos aqui y tiene la desventaja de que la constande K depende del niimero de
aristas que generan al evento creciente, asi que es menos general que la ley de Russo,
sin embargo es bueno tener en cuenta todo el trabajo que se ha hecho alrededor de
las ventanas de umbral porque son la clave para entender el comportamiento de las

propiedades que estudiamos en los modelos de percolacion.
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Capitulo 5

El Teorema de Harris y Kesten

Para cualquier reticula Ly, nos interesa cuando un vértice en particular posee
una componente conexa infinita de aristas abiertas, a esto se le llama percolacion;
su probabilidad depende sélo de la dimensién de la reticula pues ésta es invariante
bajo traslaciones si el pardmetro de conexién es uniforme. Ademds, existe un punto
critico donde la probabilidad de percolacién comienza a ser positiva; de manera general
encontraremos cotas para este punto critico y en particular, demostraremos que para

la reticula Ly el punto critico es 1/2.

1. El Umbral de la Probabilidad Percolacién de Aristas en Reticulas

En este capitulo es muy importante notar que la probabilidad de los eventos que
dependen de una region de la reticula es la misma sin importar dénde situemos esta
region respecto al origen. Es por esto que para estudiar la percolacion se considera
siempre la componente Cj del origen; la probabilidad de percolacién en ILy se denota
0,(d) y también nos interesa el valor ¢, (d), que representa la probabilidad de que exista
al menos una componente conexa infinita de aristas abiertas en Ly, a la que llamaremos
simplemente c.c. infinita.

Primero compararemos la probabilidad de percolacién con la probabilidad de tener
una componente conexa infinita de aristas abiertas; estos dos son eventos diferentes y
su semejanza ha inspirado las técnicas que se utilizan en la Percolacién. Estos eventos
tiene caracteristicas similares y sin embargo son muy diferentes. Ambos son eventos
crecientes pues si hay percolacién (o existe una c.c. infinita) en una configuracién w,
entonces en cualquier configuracion con mas aristas abiertas w < w, también hay
percolacién (o existe una c.c. infinita) porque las aristas de las c.c. infinitas también
estdn abiertas en w.

Pero para que ocurra percolacién es necesario que al menos una de las 4 aristas que
inciden en el origen esté abierta y para que exista una c.c. infinita podemos prescindir
de cualquier cantidad finita de aristas. Es decir, el evento de tener una c.c. infinita es

un evento infinito.
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LEMA 5.1. Tener una c.c. infinita en la reticula Ly es un evento infinito.

DEMOSTRACION. Esto se puede ver porque dada cualquier configuracién con una
c.c. infinita y cualquier conjunto finito S de aristas, podemos reasignar el estado de
las aristas en S como queramos y seguiremos teniendo una c. c. infinita; lo que podria
pasar es que las aristas de S formen parte de la componente infinita, en cuyo caso,
de estar cerradas, puede ser que desconectamos a la c. conexa en varias componentes,
pero al menos una de ellas sigue siendo infinita.

Mids formalmente, podemos utilizar el lema 4.3 que caracteriza los eventos infinitos
como aquéllos cuyas e-fronteras son vacias. Porque para cada arista e = ab, si una
configuracion w no tiene una c.c. infinita entonces, las componentes C, y Cj son finitas
y aunque la arista e esté abierta, logramos a lo més conectar estas dos componentes,
que siguen siendo finitas. Asi, ni w ni Sew tienen una c.c. infinita.

Por el contrario, si w tiene una c.c. infinita y la arista e pertenece a esta componente,
debe suceder que atn en la configuracion con e cerrada, alguna de las componentes C,
6 () es infinita, pues de lo contrario aun con la arista e abierta, ésta no perteneceria a
una c.c. infinita. Entonces, tanto w como S.w poseen una c.c. infinita.

De modo que las e-fronteras del evento son vacias y por lo tanto tener una c.c.

infinita es un evento infinito. O

Notemos que si hay percolacién entonces existe una c.c. infinita, la del origen; por
otro lado, que exista una c.c. infinita indica que ocurrié percolacién para alguno de los
vértices, asi

Op <pp< > 0,
zeZd
Utilizando las desigualdades de arriba, la primera si 6, > 0 y la segunda si 6, = 0,

tenemos que
0 sif,=0

SO:
"1 osie, >0

Ya que la percolacién es un evento creciente, hay un punto critico a partir del
cual su probabilidad es no negativa pero no podemos sacar conclusiones en el punto
critico, asi

0.~ 0 sip<pe(d)

>0 sip>pe(d),
con p.(d) = sup{p; 0,(d) = 0}. De modo que el punto critico p.(d) divide al proceso
en dos fases; la primera, en donde con probabilidad 1 cualquier vértice pertenece a una

c.c. finita; y la segunda, en donde la probabilidad de tener una c.c. infinita es 1 y la
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P
A
op(d)
1
|
|
| ep(d>
|
|
|
|
ep(d) = 017(‘1)1 . D
1/(2d — 1) Pe 1

FIGURA 1. Sila probabilidad de percolacién es nula, entonces ¢, tam-
bién es cero y si ¢ = 1 entonces la probabilidad de percolacién es posi-

tiva. No sabemos cémo se comportan las funciones en el punto critico

Pe-

probabilidad de que un vértice en particular pertenezca a una de éstas es, al menos,
positiva. Aqui mostraremos que para d > 2, estas dos fases no son triviales; es decir,
0 <p(d) <1

En el siguiente teorema damos cotas para la probabilidad critica de percolacién en
la reticula. Pero primero necesitamos un pequeno lema que habla de la monotonia del

evento respecto a la dimensién de las reticulas.

LEMA 5.2. La probabilidad de percolacion es creciente respecto a la dimension de

la reticula Lg. Es decir, st d < d’' entonces
6,(d) < 6,(d).

DEMOSTRACION. Si d < d’, se puede considerar a Ly como una subgrafica de Lg/;
basta agregar d’ — d entradas con valor 0 a cada vértice. Asi, el modelo de percolacién
de Ly puede estudiarse a través del modelo de Ly pues los eventos en la subgrafica no
dependen de las aristas restantes EY \ E?, y para k € E? se tiene

IP’Z(w € {0, 1}EdZ cwp=1) = Pz/(w € {0, 1}Ed s wyp = 1);

de manera que la probabilidad de todos los eventos medibles para L, se conserva.
Luego, si se tiene percolacion en Ly, también se tiene percolacién en Ly, de modo que

el primer evento estd contenido en el segundo y asi
6,(d) < 0,(d).
O

Por lo tanto, la probabilidad critica de percolacion es decreciente, pues cualquier

pardametro de conexién p > p.(d) donde se asegure que la probabilidad de percolacién
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en Ly es positiva, también sera un parametro de conexién que esta por encima del punto

critico para una reticula de dimensién mayor Ly, concluyendo que p.(d') < p.(d).

TEOREMA 5.3. Para d # 1, la probabilidad critica de percolacion en Ly cumple

1
< po(d) < 1.
2q—1 SPeld) <

DEMOSTRACION. Para obtener la cota inferior consideremos o(n), el nimero de
trayectorias de longitud n que comienzan en el origen. Sabemos que Cj es infinita si

para cualquier n € N existe una trayectoria abierta que comienza en el origen, entonces

P,(|Co| = o0) < P,(Existe una trayectoria abierta de longitud n)

<p"o(n).

Ahora bien, hay 2d(2d — 1)"~! caminos de longitud n que comienzan en el origen,
porque del origen se tienen 2d posibilidades para elegir la primera arista y después se
tienen 2d — 1 aristas para elegir las siguientes; los caminos pueden autointersectarse y
las trayectorias no, asi que o(n) < %(Qd — 1)™. Entonces, para cualquier n € N, la
probabilidad de percolacién cumple

0(d) < 5 oo (p(2d — 1))

_1
2d—1°

lo tanto la probabilidad de percolacién es nula. Asi,

cuando p < el lado derecho de la desigualdad tiende a cero cuando n — oo y por

1
< .
57 1 = Peld)

Aplicando esta desigualdad al modelo de percolacién de una dimensién tenemos
que p.(1) = 1, es decir, la tinica forma de que ocurra percolacién es que la probabilidad
de conexion sea 1.

Para la cota superior recordemos que la probabilidad critica es decreciente respecto
a d, asi que es suficiente probar que p.(2) < 1. Aqui se necesita tomar en cuenta la
reticula dual L3, asocidandole un modelo de percolacién de la siguiente manera: para
cada configuracion posible K en Lo, consideramos su configuracién dual K*, las aristas
duales en K™ estdn abiertas si y sélo si sus aristas en K estdn cerradas; entonces la
probabilidad de conexién en L3 serd 1 — p.

Llamemos [3(n) al nimero de ciclos en la gréfica dual de longitud n que rodean al

origen. La componente Cjy es finita si y sélo si existe un ciclo abierto en la grafica dual
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que rodea al origen, asi

P,(|Co| < o0) < Z P, (Existe un ciclo abierto de longitud n en el dual)
n>1

<> (1-p)"B(n).
n>1

Acotando muy crudamente a §(n), vemos que si el ciclo rodea al origen al menos
4 de sus aristas intersectan los ejes y en particular hay al menos una que cruza el lado
positivo del eje x, esta interseccién no puede ser més alld del punto (n + 1/2,0) pues
el ciclo tendria més de 2n aristas. Asi, podemos elegir la arista del cruce de a lo més n
formas distintas, luego para cada una de las n — 1 aristas restantes tenemos 3 opciones
a elegir, de este modo B(n) < n3"~!, para toda n € N,

Usemos = = 3(1 — p), asi

S AP <Y L@ <Y n-a

n>1 n>1 n>1

esta serie converge cuando p < % por el criterio de la integral; notemos que una primitiva

de tzt es loxgt = (t — @), de modo que al calcular la integral impropia encontramos
una cota para la probabilidad de que no ocurra percolacién,
o x 1
Zn-xng/ tztdt:l (1—1 );
= 1 ogx ogx

pero ademads este valor tiende a cero conforme x tiende a cero, entonces para algin
valor p’ suficientemente cercano a 1, la cota serd menor a uno. Teniendo que para p’,

la probabilidad de percolacién es positiva y asi tenemos que

pe(2) <p' < 1.

2. Cotas para la Probabilidad de Cruce de Rectangulos

La demostracion que daremos del Teorema de Harris y Kesten, resulta de estudiar
la probabilidad de tener cruces a lo largo de rectangulos tan grandes como queramos.
A continuacién damos métodos para acotar la probabilidad de tener cruces horizonta-
les, con ayuda del lema de Harris vemos que estas probabilidades son positivas si la
probabilidad de conexién es 1/2; y con la ley de aproximacién a 0-1 podemos mostrar
que ademas tienden a 1 si se toman rectangulos cada vez mas grandes y el parametro

de conexién es mayor a 1/2.
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Al lema del cruce horizontal de la pag. 15 se le puede agregar el modelo proba-
bilistico de la siguiente manera

Py(H(R)) +Py(V(R")) = 1;

porque cada configuracién pertenece a alguno de los dos eventos; esta afirmacion es
mas débil porque no se aclara que no hay eventos de medida cero en donde existan los
dos cruces o ninguno de ellos. Notemos que R" es un rectangulo en la reticula dual,
por lo que sus aristas estan abiertas con probabilidad 1 — p.

Luego podemos considerar R’ € L, el rectangulo cuyas dimensiones coinciden con
R" rotado 90° con el modelo de pardmetro 1 — p y asi, expresar nuestra relacién en

términos sélo de cruces en rectangulos de LLs; es decir,
(12) ]P)P(H(R)) + Plfp(H(R,)) =1L

Ahora bien, cuando el pardmetro es 1/2 y tomamos un rectangulo R = [0,n + 1] x
[0, n] semisimétrico, éste tiene tantas posibilidades de ser atravesado horizontalmente
como R" verticalmente, pues los dos rectangulos tienen las mismas dimensiones y sus

aristas estan abiertas con la misma probabilidad; entonces,
Bya(H(R)) = 1/2;

considerando un cuadrado S = [0, n] x [0, n], todos los cruces horizontales de R implican

la existencia de cruces horizontales en S asi que
P1/2(H(S)) = Pyja(H(R)) = 1/2;

ademads, para un cuadrado S la probabilidad de tener un cruce horizontal es la misma
que la de tener un cruce vertical.

Estos resultados no dependen de cuan grande sea el rectangulo mientras éste sea
semisimétrico o cuadrado, pero éstos no son lo suficientemente alargados como necesi-
tamos. Para extender estas cotas a rectangulos de cualquier proporcion utilizaremos el

siguiente lema de Russo, Seymour y Welsh.

LEMA 5.4 (Russo, Seymour y Welsh). Sea R = [0,m] x [0,2n] un rectdngulo de
m X 2n con m > n. Sea X(R) el evento de que haya dos caminos abiertos Py y Py
dentro de R tales que Py es un cruce vertical de S = [0,n] x [0, n] y P» une algin vértice

de Py con algin vértice del lado derecho de R, como en la figura 2. Entonces

Py (X(R)) = Pp(H (R))Pp(V(S))/2.
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2n

Py

Pl S

F1Gura 2. El evento X (R) consiste en un cruce vertical en S y un

camino abierto que una este cruce con el extremo derecho de R.

DEMOSTRACION. De existir caminos que atraviesen S de arriba a abajo, hay uno
de ellos Zg que es el primero de izquierda a derecha; éste es el que se encuentra con el
método que se utiliza para demostrar el lema del cruce horizontal. Y que un camino
P sea el primer cruce vertical de S es independiente de las aristas a la derecha de P
porque para saber si P es el primer cruce o no, solo hay que revisar que las aristas entre
el extremo izquierdo de R y el camino P no formen otro cruce mas. Aprovecharemos
esta independencia para dar la siguiente cota
(13) B,(X(R)| 25 = P) > 2T,

Dado un camino P, consideramos P el camino formado por P, su reflejo respecto a
la linea y = n y la arista que une estos dos caminos como se muestra en la figura 3. Sin
importar que P sea un camino abierto o no cualquier cruce horizontal debe intersectar
a P en uno de sus vértices, esto se puede notar porque P y el cruce horizontal utilizan
solo el interior de R.

Luego, la simetria de P hace que por cada cruce que intersecte a P fuera de S haya
uno, el reflejado en la linea y = n, que intersecte a P en S, es decir, que intersecte a
P. Asi la probabilidad del evento Y (P), que exista un camino P, que una a P con el
extremo derecho de R es

P, (Y (P)) > PP(H;”%));

este evento s6lo depende de las aristas a la derecha de P porque el camino sélo utili-

zard la regién a la derecha. Asi, Y (P) es independiente de Zg = P,
Pp(Y(P)|Zs = P) = Pp(Y(P)).
7
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2n

FiGURrA 3. Para cada cruce horizontal de R y su cruce reflejado, exac-

tamente uno intersecta al cruce vertical P en S.

Pero si sucede que P es efectivamente un camino abierto y ademads sucede Y (P),
entonces se satisfacen las condiciones del evento X (R), por lo tanto al condicionar con
Zg = P tenemos

P,(X(R)|Zs = P) > P,(Y(P)| Zs = P);

uniendo estas tres desigualdades tenemos (13). Y ya que el evento V(S) es la unién
disjunta de los eventos de la forma {Zgs = P}, con P corriendo sobre todos los caminos
que cruzan S de arriba a abajo, si usamos la férmula de la probabilidad total concluimos
que
Py (H (R))P,(V ()

5 .

Pp(X(R)) =Y P,(X(R)|Zs =P)P,(Zs=P) >
P

Ahora denotemos la probabilidad de cruce de un rectdngulo R de m x n como

h(m,n) =Py ,2(H(R)),
hp(m,n) = Pp(H(R)).

Los siguientes lemas muestran dos métodos para obtener cotas de cruce para

h(m,n) a partir de cotas de cruce para rectdangulos menos largos.
LEMA 5.5 (Método 1). Simy,ma > n, entonces

h(my 4+ my — n,2n) > h(my, 2n)h(ms, 2n)/2°.
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2n
mi1+mg —n R'UR
l l
YRy | i
S
H(S)
(a) Método 1
RUR
H(R')

Iy +mj —n S\/

(b) Método 2

F1GURA 4. Para obtener cruces de rectangulos largos, basta intersec-

tar cruces horizontales, verticales y eventos X (R) adecuados.

DEMOSTRACION. Sean R’ y R rectdngulos de my X 2n y mso X 2n respectivamente
y tales que se traslapan en un rectangulo de n x 2n; S un cuadrado de n X n como
en la fig.4(a). Sea X'(R’) el evento definido de manera andloga a X (R) pero reflejado
horizontalmente.

Ya que los eventos X'(R’), H(S) y X(R) son crecientes y su interseccién muestra
la existencia de un cruce en el rectdngulo R’ U R, entonces utilizando el lema de Harris

y el lema de RSW tenemos que

h(my +ma —n,2n) > Py /5 (X' (R)Py1/2(H(S))P1/2(X(R))

S h(my,2n)h(msg,2n)
pu— 25 .
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LEMA 5.6 (Método 2). Si my,mg > 2n, entonces

h(my + mg — 2n,2n) > h(my,2n)h(msz,2n)/2.

DEMOSTRACION. Sean Ry R’ rectdngulos de m; x 2n y msg x 2n respectivamente
y tales que se traslapan en un cuadrado S de 2n x 2n. Como en la fig.4(b).

Del mismo modo que el argumento del primer método, tenemos que H(R), V(S)
y H(R') son eventos crecientes cuya interseccién estd contenida en H(R U R'). Por el

lema de Harris tenemos que
h(m1 + mo — 2”, QTL) Z Pl/g(H(R/))Pl/g(V(S))Pl/Q (H(R/))
> h(mq,2n)h(ms,2n)/2.
O

Este tipo de métodos nos ayuda a encontrar cotas para h(m,n), su valor exacto no
es tan relevante como asegurar que la probabilidad de cruce se mantiene positiva sin
importar el tamano del rectdngulo. Asi tenemos que para cualquier proporcién dada p,

existe una constante c¢(p) tal que para toda n € N,

h(pn,n) = c(p);
en particular, utilizando el primer método con dos cuadrados de 2n x 2n obtenemos
h(3n,2n) > 277, luego con dos rectangulos de 3n x 2n, h(5n,2n) > 271 y finalmente
h(5n,2n)h(2n,2n)
25
Harris demostré que la probabilidad critica de percolacién en Ly tenia que ser

h(6n,2n) > > 9725,

mayor a 1/2 porque con esa probabilidad de conexién la probabilidad de percolacién
es 0. Para esto se considera una sucesion de anillos en la reticula dual; buscamos que la
probabilidad de que todos ellos estén abiertos sea cero y esto sucede si la probabilidad
de tener anillos de aristas duales abiertas tiene una cota positiva.

Con lo que sabemos hasta el momento de los cruce horizontales es més que suficiente
para demostrar el Teorema de Harris, pues un ciclo se puede formar con la interseccion

de 4 cruces adecuados.

TEOREMA 5.7 (Teorema de Harris). La probabilidad de percolacion de aristas en

Lo y probabilidad de conexion 1/2 es cero.

DEMOSTRACION. Si colocamos 4 rectangulos duales de 3n x n como se muestra en
la fig. 5 se forma un anillo de radio interior n/2 y radio exterior 3n/2. Nombrando Ay,
k > 1, a los anillos con n = 4¥ tenemos que el radio exterior de Aj; es mas pequefio

que el radio interior de Ax1; asi que podemos colocar a los anillos concéntricamente
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4k

RV @

3.4k

FiGURA 5. Tener cuatro cruces en los rectdngulos que forman a Ay
implica que existe un ciclo abierto en el dual que rodea al origen y por
lo tanto Cy debe de ser finita.

de manera que sean subconjuntos disjuntos de la reticula L3 y todos ellos rodeando al
origen.

Ahora llamemos Ej, al evento de tener un ciclo abierto (en el dual) dentro de Ay
que rodee al origen. Como Aj estd formado por 4 rectangulos, si todos ellos tienen
cruces longitudinales, entonces se cumple E} y como los cruces son eventos crecientes,

por el lema de Harris tenemos que
P1j2(Ex) > h(3n,n)* > 2719

aqui es importante que el modelo de percolacion en la reticula dual también tiene
pardmetro 1/2. Ademds si ocurre Ej, entonces la componente C estd acotada por
un ciclo de aristas abiertas en el dual, y por el Teorema 1.5, sabemos que C es una
componente finita.

De modo que para que ocurra percolaciéon es necesario que no ocurra FEj para
ninguna k € N; es decir,

0(1/2) < P1ja(Miz1E);
pero construimos los anillos Ay disjuntos, para que los eventos Fj, sean independientes,
entonces para cualquier N > 1

N
IED1/2 mk 1Ek H - 27 100 (1 - 27100)N§
k=1
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hyp(3n,n)

/2 P o1

F1GURA 6. Para asegurar que p queda del lado derecho de la ventana,
pediremos que € sea menor que ¢ y que el ancho de la ventana sea

menor que la distancia entre 1/2 y p.

asi, 0(1/2) es menor que una sucesién que tiende a cero. O

Para el Teorema de Kesten necesitamos conocer mejor las probabilidades h,(pn,n),
p > 1/2, pues es importante que la probabilidad de un cruce horizontal no sélo sea po-
sitiva, sino que se acerque cada vez mas a 1 conforme las dimensiones de los rectangulos
crecen; de hecho, necesitaremos cotas explicitas. Primero probaremos que las probabi-
lidades de cruce tienden a 1 para el caso particular de rectangulos de 3n x n.

TEOREMA 5.8. La probabilidad de cruce h,(3n,n) — 1, sin — o0 yp>1/2.

DEMOSTRACION. Lo que hay que probar es que para cualquier € > 0, a partir de
cierto momento tenemos que hy(3n,n) > 1—e¢, donde lo que estamos variando es n € N.
Esto se puede probar con ayuda de la ley de aproximacién a 0-1 de Russo que
asegura que existe una ventana, (po—e, po+e€), de ancho 2¢ antes de la cual hy,(3n,n) <€

y después de la cual h,(3n,n) > 1 — €; aqui estamos fijando a n y variando p.

Sea R,, un rectangulo de 3n x n; como h(3n,n) > ¢ = 272°, entonces p = 1/2 sirve

como alfiler para fijar un poco mejor la ventana. Si comenzamos con € < ¢ entonces
po—e€<1/2;
ademas si 2¢ < p—1/2 entonces la ventana serd mas angosta que la distancia entre 1/2
y p, de modo que
po + € < p;

y sabremos que para p, la probabilidad del cruce es mayor a 1 — ¢ como necesitamos,
ver fig. 6.
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En cuanto a las hipétesis del teorema, nuestros eventos H(R,) son crecientes y
dependen de una cantidad finita de aristas, las del rectangulo R,,. Sélo falta acotar
suficiente las influencias del evento, con n = n(e).

Analizando las configuraciones w™ y w™ que estén en la frontera 6. H (R,,), podemos
ver que todos los cruces horizontales de w™ pasan por la arista e = ab y todos los cruces
verticales de w™ pasan por la arista e* = uw, porque de no ser asi, la arista e no seria
esencial para que H(R,,) ocurra.

Ahora bien, descartando e y e* hay al menos un camino abierto de longitud mayor

3n—1
2

mayor a ”7_1 que comienza en el vértice u 6 v, como se muestra en la fig. 7.

a que comienza en el vértice a 6 b y un camino abierto en el dual de longitud

Si tomando N € N tal que N < "Tfl, entonces podemos dividir d.H(R,,) en dos
conjuntos d, v Jp segin sea a 6 b el vértice que estd conectado al extremo més alejado
de a y b sin considerar la arista e. Asi, pertenecer a J, o J, implica que hay una
trayectoria abierta de longitud mayor a N que comienza en a 6 b, respectivamente. Por

la invarianza del modelo de percolacién bajo traslaciones tenemos que
P,(6cH(Ry)) =Pp(da) +Pp(0p) < 2P,(0 = N).

Anélogamente, el evento 0. H (R,,) se divide en los conjuntos ¢, y d,, en donde, sin
tomar en cuenta la arista dual e*, aseguramos que existe una trayectoria abierta en el
dual de longitud mayor a N que comienza en u 6 v, y se conecta con el lado horizontal
mas alejado de ellos. Obtenemos entonces, dado que el modelo dual tiene parametro
1-p,

Pp(0cH(Rn)) = Pp(du) + Pp(dy) < 2P1_p(0 = N).

Utilizando el Teorema de Harris, que equivale a afirmar que la probabilidad de
tener trayectorias de longitud n que comienzan en el origen tiende a cero conforme n
tiende a infinito y p = 1/2, podemos encontrar N € N a partir de la cual
n
g:

y por la monotonia de los eventos crecientes tenemos

P1/2(0 = N) <

P,(0 — N) sip<1/2

P1/2(0—>N) >
Pi_,(0 = N) sip>1/2;

en ambos casos, nos permite acotar las influencias de H(R,,), para toda p € [0,1] y
para cualquier arista e € R,,,

2
]Pp(‘seH(Rn)) < 577 <.
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(a) Pivote 1

(b) Pivote 2

FI1GURA 7. Sin tomar en cuenta las aristas e 6 e* s6lo uno de sus
vértices estd conectado con el extremo horizontal o vertical mas alejado

de la arista.

Asi, para € > 0 suficientemente pequeno, existe N € N tal que si n > 2N + 1,

entonces H(R,,) cumple las condiciones para aplicar la ley de aproximacién a 0-1. Con

€ suficientemente pequeno nos referimos a las condiciones mencionadas arriba,

1/2 —
egmin{c,/2p},
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con las cuales aseguramos que p > pg+ € y entonces hy,(3n,n) > 1 —¢, como queriamos.
O

Ya que sabemos que h,(3n,n) — 1 para p < 1/2, nos serd necesario ver qué tan
rapido se da esta convergencia; ahora utilizaremos cruces internos; es decir, cruces que
no utilizan las aristas de la frontera del rectdngulo. Aqui se considera el modelo con
parametro p > 1/2 fijo.

En los métodos para encontrar cruces de nuevos rectangulos se colocaban otros
mas pequenos, uno al lado de otro y se usaba la correlacién positiva de los eventos
crecientes. Aqui, colocaremos unos rectangulos encima de otros y serd necesario pedir
que los cruces de cada rectdangulo sean independientes; es por esto que utilizaremos
sélo cruces internos, es decir, caminos que vayan de un lado a otro del rectangulo
R pero sin utilizar las aristas de la frontera de R, pues son las que se comparten con
rectangulos aledanos.

El tipo de rectangulos R,, en los que nos enfocamos son de 2n X n y nos auxiliaran
los cuadrados S,, y rectangulos largos L, de n X n y 4n X n, respectivamente. Del
mismo modo, denotaremos a sus probabilidades de tener un cruce interno como i,,, S,
y [, respectivamente.

Con el método 2 de la seccién anterior podemos acotar I,, (ver figura 8), y como
los cuadrados .S, estan contenidos en los rectangulos R,, también tenemos i, > s,, de
modo que

3.2 5 5
ln 2458, 2 i,

Ahora bien, colocando dos rectangulos largos como L,, uno encima del otro obte-
nemos Ry, y si alguno de los dos rectangulos largos tiene un cruce interno, entonces
R, también tiene uno; luego, calculando la probabilidad de que Rs, no tenga un cruce
interno obtenemos

1—igy < (1=1,)* < (1—14)%
pues si no hay ningiin cruce interno en Rs,, entonces tampoco hay cruces internos en
ninguno de los rectangulos largos y esto eventos son independientes. Asi, si ,, estd muy

cerca de 1, entonces también s, estd muy cerca de 1, pero jqué tanto?

PROPOSICION 5.9. Ewiste n € N, tal que para toda k > 1, la probabilidad de no
tener un cruce interno estd acotada por

1

1—7;2kn S 2T5()

DEMOSTRACION. Comenzando con k = 0, s{ existe n € N para la que se cumple

la desigualdad que queremos pues las aristas internas de R, estan contenidas en un
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R2n

4n

FicUura 8. Si el rectdangulo Rg, no tiene un cruce interno entonces

ninguno de los dos rectangulos largos lo tiene.

rectangulo de 3(n — 2) x n — 2 si n > 6, de modo que por el Teorema 5.8,
in > hp(3(n—2),n—2)>1-1/50

para n es suficientemente grande. Ahora hagamos ¢ = 1 —1,, y notemos que como € < 1,

un simple célculo nos da 1 — (1 —€)® < 5e y asf,
1 =iz < (1—1i7)? < 25¢%

pero como € < 1/50, entonces también tenemos que

1—1i, 1
1—14o, < < .
=TT T 2050
A partir de ese momento, iterando podemos obtener
1—dgk- 1—1 1
1_i2kn§&<'”§ in

2k = 2k50°

Si bien, no conocemos quién es n con exactitud, sabemos los valores 1—i4x,, decrecen

B =

de manera que podemos controlar muy bien. O

Para el Teorema de Kesten probaremos que el punto critico de percolacién tiene
que ser menor que 1/2, pues para cualquier pardmetro mayor, la probabilidad de tener
una c.c. infinita es 1; esto se logra mostrando que, con probabilidad positiva, exis-
ten trayectorias cada vez mads largas que se intersectan unas con otras formando una

trayectoria de longitud infinita.
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Ry

23n

Ry

e s

24n

Ficura 9. Cuando todos los rectangulos Ry, asi dispuestos tienen cru-

ces longitudinales, muestran que existe una c.c. infinita.

TEOREMA 5.10 (Teorema de Kesten). Para percolacion de aristas en Ly y proba-
bilidad de conerion p > 1/2, tenemos que la probabilidad de encontrar una c.c. infinita
es 1: ¢p(2) = 1.

DEMOSTRACION. Aquf utilizaremos que la probabilidad de tener trayectorias cada
vez mas largas (vistas como cruces internos) es cada vez més cercano a 1; sin embargo
podria suceder que aun asi no hubiese probabilidad positiva de encontrar trayectorias
infinitas. Daremos una construccion que asegura que la existencia de trayectorias de
longitud infinita tiene probabilidad positiva.

Para esto consideremos los rectangulos Ry de 28t1n x 2¥n, con n que cumpla la
condicién de la Proposicién 5.9 de los cruces internos. A éstos los colocamos, como en
la figura 9, de tal modo que su esquina inferior izquierda esté en el origen y su lado
mas largo sea, alternadamente, vertical si k es par y horizontal si k es impar.

Si dos rectangulos consecutivos tienen cruces internos (longitudinales), éstos se in-

tersectan teniendo asi una trayectoria aun més larga. Asi, cuando todos los rectangulos
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Ry tienen un cruce interno, denotado I(Ry), existe una trayectoria de longitud infinita

que comprueba la existencia de una c.c. infinita, es decir

Pp(Mkz11(Br)) < ©p(2);
utilizando el complemento de la probabilidad de la izquierda tenemos
1
Py (Ure I(74)7) < 3B (I(R1)9) €30 s < 1,
k>1 k>1

entonces ¢,(2) > 0, y como se trata de un evento infinito su probabilidad es 1. n

Finalmente, uniendo las conclusiones del Teorema de Harris y del Teorema de
Kesten, obtenemos que el punto critico de percolacion de aristas en Ly es exactamente
1/2.

88



Guia Notacional

Notaciéon de graficas

Simbolo Descripcién
K Configuracién, subgrafica de Lo
K~ Configuracién dual de K, subgrafica de L3
K¢ Subgrafica inducida por los vértices que no son extremos de aristas
de K
K Componente conexa infinita de K¢
Ks 3 Ejemplo de subgrafica no aplanable
v—n Existe una trayectoria de longitud n a partir de v
Notacién de probabilidad
Simbolo Descripcién
B Borealianos, o-algebra de los intervalos abiertos en R
E() Valor esperado de una variable aleatoria
E(:|B) Valor esperado de una variable aleatoria dado un evento B
Fo )
Algebra de los eventos finitamente generados
Fs o-algebra generada por la unién de las o-algebras con indice en S
Z oo o-algebra de los eventos infinito
7z Clase de los intervalos semi-infinitos por la derecha: (a, c0)
P Medida de probabilidad
P(:|B) Medida de probabilidad dado un evento B
o(X) o-algebra generada por la variable aleatoria X
o(A) o-algebra generada por la clase A
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Notacién del espacio producto

Simbolo Descripcion
A+x Evento con las configuraciones de A trasladadas por z
Cg, C Cilindros
E:, E,; Rectéangulos generedos por la k-ésima arista
P* Medida Exterior de P
wk Recténgulo, interseccién de eventos E}*, con k € N
Wi Estado de la arista k en la configuracién w
Notacion de umbrales
Simbolo Descripcién
% e-dominada, ver pag. 56
Ca(w) Conjunto de aristas esenciales, ver ver pag. 54
SA, 6TA, 6;A Frontera de un evento A
P,(6;A) Influencia de la arista i en el evento A
S=A\B Banda, diferencia de dos eventos crecientes
Siw Configuracién i-par, ver pag. 52
XA Funcién indicadora del evento A
Notacién de Percolacion
Simbolo Descripcién
Co Componente conexa del origen
H(R) Existe un cruce horizontal en R
I(R) Existe un cruce horizontal en el interior de R
L, Rectangulo de 4n x n
Ly Reticula cuadrada de dimension d
P = (Pk)keN Probabilidad de conexién
pe(d) Punto critica de percolacién
P, Medida del modelo de percolacién con paramétro de conexién p
R Gréfica inducida por [0,m] x [0,n] C Z?
Rh Gréfica inducida por [1/2,m — 1/2] x [=1/2,n + 1/2] C Z2
S, Sy Rectangulo de n x n
V(R) Existe un cruce vertical en R
vp(d) Probabilidad de tener una c.c. infinita
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