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TEMA

INTRODUCCION Y CONCEPTOS BASICOS

El estudio de fenédmenos aleatorios que evolucionan en el tiempo es uno de los temas de mds importancia en las Teorias
de Probabilidad y Estadistica, llamando la atencién de investigadores y cientificos aplicados. La literatura en el tema es
amplia con excelentes exposiciones como las monografias por Gikhman and Skorokhod (1969); Ethier and Kurtz (1986);
Williams (1991); Norris (1998).

Estas notas son una interpretacién concisa del autor de varias de estas fuentes bibliograficas que, durante la duracién
del curso de Procesos de Markov, deberan ser usadas meramente como una guia y en conjunto con las exposiciones dadas
en clase y las bibliografia correspondiente a cada tema. Todos los comentarios, criticas, correccidnes y/o modificaciones
seran consideradas y siempre bien recibidas.

...Mmotivacion en clase ...

1.1. Marco general y definiciones

Desde cierta perspectiva, el principal objetivo de Estadistica y Probabilidad se centra en la construccién y estudio de
modelos para sucesiones de variables aleatorias X1, X», ... que describen cierto fendmeno de interés. Un enfoque general
se formaliza mediante el concepto de procesos estocdsticos'

Definicion 1 (Clasica). Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, 7 un conjunto indice y (X, X') un espacio medible. Un
stochastic process es una coleccion de variables aleatorias (X, X')-valuadas e indexadas en 7. Lo denotaremos por

X={X(tw)teT,weQ}

El término de procesos estocdsticos se usa cominmente cuando 7 C R, e.g. Z, Z™, R or R™. Este ser4 el caso que
mds trataremos en estas notas. A (X, X) se le denomina el espacio de estados del proceso X, el cual asumiremos que es
un espacio Polaco.

Notese que de esta definicion, se tiene que paracadat € T,

X(t,w): Q=X and X '(t,w): X = F,

en palabras para ¢ fijo, X (¢,w) es una variable aleatoria X’-medible. También usaremos las notaciones alternativas para
X(t,w),ie. Xi(w) 6 X, cuando no haya ambigiiedad sobre el espacio de probabilidad subyacente. Asimismo, X, para
S € T, se referira a la sub-coleccidn de variables aleatorias correspondiente..

Dependiendo de la naturaleza de 7, el proceso estocastico X recibe diferentes nombres en la literatura:

Variable aleatoria.- Una tnica variable aleatoria se puede ver como un proceso estocdstico trivial con, e.g. 7 = {1}.

!Como veremos a lo largo del curso existen diferentes definiciones hasta cierto punto equivalentes.
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Vector aleatorio.- Sea 7 = {1,2,...,k}, entonces X es un vector aleatorio con valores en X
Proceso aleatorio a tiempo continuo.- Con7 =R 67 = R*.
Campo aleatorio- Cuando 7 es un subconjunto de un espacio multidimensional, e.g. R,

Existe una visién alternativa para el proceso estocdstico X, para la cual necesitamos considerar el siguiente concepto.
Definicién 2 (Trayectorias, Espacio trayectorial X7). Sea X como en la Definicién 1, y asumamos la siguiente notacién
X7 .= {f: T — X| f is a function }

Para w € (2, al mapeo (elemento de X7)

t — X(t,w) tambiéndenotado X (t,w):7T — X

se le denomina trayectoria, camino 6 realizacion del proceso X. Si T es un conjunto finito, digamos 7 = {1,2,...,n}
entonces una funcién f se puede identificar con el vector (z1,...,z,), formalmente el n-th (x1,...,x,) vector, en un
sentido de teorfa de conjuntos, esta definido como la funcién f : {1,...,n} — X dada por f(j) = z;

Esto provee de la perspectiva alternativa para X dada por
X:0-XT, X AT 5 F, we X(w)

es decir, como una variable aleatoria (X7, X7)-valuada.
Esto claramente induce una relacidn entree un proceso estocastico con valores en un espacio Polaco, X, y medidas de
probabilidad sobre (X7, X7).

En clase haremos preciso el significado de la o-dlgebra X7, y cémo los conjuntos cilindros forman un dlgebra
que lo genera. ..

Definicion 3 (Ley del proceso). La ley del proceso estocastico en la Definicion 1 es la medida de probabilidad
p:=PoX1 on (X7 X7T) (1.1

En otras palabras es la ley de la variable aleatoria X (X7, X7)-medible.
Para un conjunto no vacio S C 7, definamos 75X : Q — X via

(16 X)(w) = ms(X(w)) = X|s = {X; : t € 5}

s =P o (msX)™?

En otros términos
pus(B) = Px4(B) =P(Xs € B)=P(X € ng'(B)), VB¢€x®

Definicion 4 (Distribuciones finito dimensionales). Denotemos por Fidis(7), el conjunto no vacio de sub-conjuntos de
T . Las medidas de probabilidad

{,ug :S € FidiS(T)}
se denominan las distribuciones finito dimensionales de X.
Definicion 5 (Compatibilidad/Consistencia de distribuciones finito dimensionales ). Si ¢/,V € Fidis(T)y U C V,
y si ademas 7T2j denota el mapeo que restringe X a XY, entonces tenemos la condicién de compatibilidad o propiedad
proyectiva

pig = py o (my) ™" (1.2)
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Propiedad 1.2 es equivalente (tarea) a

WXy Xy (AL e An) = 1y X, (g3 Ag,) (1.3)
,U/th,...,thil,th (A17 L 7An—1; X) = /'Lth,...7th71 (A17 < 7A7l—1) (14)

paratodan > 1,t; € T, permutacion g de {t;}7_,,y A; € X.

Teorema 1 (Daniell — Kolmogorov). Sea X un espacio Polaco, dotado con su o-dlgebra de Borel X = B(X), y T un
conjunto indice. Supongase que para cada S € Fidis(T), existe una medida de probabilidad compatible/consistente s
sobre (XS, X5). Entonces existe una tinica medida p sobre (X7, X7) tal que

s = o 7T§l on (Xs, XS)
donde 75 es el mapeo que restrige X7 a XS .

Demostracion: Ver la monografia por Gonzdlez-Barrios Murguia (2011).

El Teorema de consistencia de Daniell — Kolmogorov (DK) proporciona un proceso candnico que tiene todas las
posibles funciones en X7 como posibles. Sin embargo, existen complicaciones cuando uno intenta desmaraiar propiedades
de las trayectorias como continuidad.

Discusién en clase sobre el caso sobre la v inducida por ps gaussiana con m(t) = 0y o(s,t) = min(s, ), e.g. si

C = XT‘ Func.cts.” entonces % tiene medida interior u, 0

Existen, al menos, dos aparentemente diferentes enfoques para el estudio de procesos estocdsticos: ““el enfoque dis-
tribucional ” y el “el enfoque trayectorial ”. Mucho de la teoria moderna se enfoca en este Ultimo, lo que conlleva a
definiciones ““indirectas” de procesos estocdsticos, e.g. el uso de ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE) para definir
procesos de difusién?. Sin embargo, cada uno de estos dos enfoques tienen sus ventajas y desventajas, por ejemplo el
definir un proceso solamente mediante sus propiedades distribucionales (ignorando sus propiedades trayectoriales, e.g.
continuidad) tiene algunas ventajas, e.g el conjunto 7 puede ser arbitrario, la medibilidad de sus trayectorias no son parte
de la definicion, siempre se cuenta con la “ley ” del proceso, lo cual puede ser ttil para estimacién y simulacidn, etc. Por
otro lado, propiedades como monotonicidad de las trayectorias o distribuciones de eventos como sup, X; no siempre se
pueden estudiar directamente con un enfoque solamente distribucional. Ver Ejemplo 1 abajo.

Dicho esto, es importante enfatizar que una de las principales interrogantes de la teoria de procesos estocésticos es
investigar como la medida p, construida via el teorema de DK y definida en el o-4lgebra generado por los conjuntos
cilindro, afecta las propiedades trayectoriales.

Example 1. Sea Q = [0,1] dotado con su o-dlgebra de Borel y la ley Uniforme sobre [0,1] como P. Dado w €
definamos los procesos estocdsticos

Yi(w) =0, Vt,w Xi(w) =1t =w)

Sea Ay = {w : Xy # Yi} = t. Como tenemos que P(A;) = 0, entonces P(X; = Y:) = 1 para cada t. Ademds, sea
AN = Ui]\;1At¢) entonces para cualquier eleccion de N y t;, ..., ty tenemos P(AN) = 0. Entonces las distribuciones
finito-dimensionales de { X1} son las mismas para {Y:}, mds aun en N = oo vemos que P(A>) = 0, lo que es equivalente
a decir que X(w) y Yi(w) concuerdan, casi seguramente, para cualquier coleccion fija de indices numerable. Por otro
lado, algunas propiedades trayectoriales no concuerdan, e.g.

P({w: (sup{Xy(w) : 0 <t < 1}) £0}) =
P({w: (sup{Yi(w): 0<t <1} #0}) = 0

2Mis adelante en el curso quedard mas clara dicha relacién
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P{{w :t— Xi(w) is continuous }) = 0
P{w : t — Yi(w) is continuous }) =

Ambos procesos tienen diferentes propiedades trayectoriales, aunque bajo la construccion de DK, son los mismos. Este
ejemplo motiva los siguientes conceptos.

Definicion 6 (Version). Dos procesos estocdsticos, X y Y, se dicen uno version del otro si comparten las mismas distribu-
ciones finito dimensionales.

Definicion 7 (Modificacion). Dos procesos estocdsticos, X = {X; ey Y = {Yi}ie7, se dicen uno modificacion del
otro, si comparten el mismo espacio de estados, (X, X'), estdn definidos en el mismo espacio de probabilidad (2, F,P) y
satisfacen

P(X¢=Y;)=1 paracada teT. (1.5)

Definicion 8 (Indistinguible). Sean X y Y dos procesos como en la Definicién 7. Decimos que son indistinguibles si
P(X; =Y, paratodot € T) = 1. (1.6)
Ejercicio 1. Demuestra que si'Y es modificacion de X, entonces Y es también version de X.

Notese que, a diferencia de versiones, modificaciones estdn definidas en el mismo espacio de probabilidad.

1.1.1. Criterios de continuidad

Andlogamente a la teoria de funciones, la continuidad de una funcién aleatoria es una propiedad tipicamente relacionada
con la convergencia de sucesiones. Entonces, diferentes tipos de convergencia para variables aleatorias inducen diferentes
tipos de continuidad.

Definicion 9 (Trayectorias continuas). Un proceso estocdstico X = {X;(w);t € T} tiene trayectoria continuas con
probabilidad uno si
P(w:t— X;(w)escontunua ) = 1.

Esta condicién se puede re-frasear en términos de convergencia en probabilidad. Sea S C T, si para toda sucesién {¢,},
||tn — t|| — 0 cuando n — oo, entonces

Plw:|Xt, (w) — Xi(w)| = 0asn —o00) =1 forallt € S

Un refinamiento de esta nocidén de continuidad, que especifica la suavidad méxima posible de las trayectorias, es la
siguiente:

Definicion 10. Un proceso estocastico X es localmente Hélder continuo con exponente ~y si para algiin ¢ < oo y variable
aleatoria h(w) > 0,
Xi(w) — Xs(w
P s @) = X))
0<s,t,<T[t—s|<h(w) [t — s

<=1
Cuando v = 1 hablamos de funciones Lipschitz continuas.

Teorema 2 (Criterio de continuidad de Kolmogorov’s). Dado un proceso estocdstico X = {X;,t € [0, T}, supongamos
que existe a, 3, ¢, h > 0 tal que

E(| Xiqn — X¢|?) < ch' 1P, paratoda 0<t<t+h<T. (1.7)

Entonces, existe una modificacion continua Y de X tal que Y también es localmente Holder continua con exponente vy
para cualquier 0 < v < f/a.
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Definicién 11. Decimos que un proceso estocastico X = {X;(w)}+>o tiene trayectorias continuas por la derecha con
limites por la izquierda (CDLI), si w € (2 casi en todos lados w € (2, la trayectoria t — X;(w) es continuas por la derecha
con limites por la izquierda en cualquier ¢ > 0. (Es decir, para h | 0 ambos X, p(w) — X¢(w) y el limite X;_,(w) existen)

A una modificacion con trayectorias CDLI con probabilidad uno se le denomina una modificacion CDLI del proceso
estocdstico X. Al término CDLI, se le identifica también por Cadlag, RCLL, Regular, dependiendo del idioma y/6 la
fuente.

Proposicion 1. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

i) Sean X = {X,, : n € No} y Y = {Y,, : n € Ny} dos procesos estocdsticos a tiempo discreto que son modifica-
ciones uno del otro, entonces también son indistinguibles.

ii) Sean X = {X; : t > 0} y'Y = {Y; : t > 0} dos procesos estocdsticos a tiempo continuo, ambos con trayectorias
continuas por la derecha y valores en un espacio Polaco (X, X'). Son modificaciones uno del otro si y solo si son
indistinguibles.

Proposicion 2. Las siguiente relaciones se cumplen para las trayectorias de cualesquiera procesos estocdsticos.
Holder continuous = Continuidad c.p.1 = CDLIL

Dada la complicacién y generalidad en la que se puede entender un proceso estocdstico, y las implicaciones descritas
en las proposiciones 1 y 2, parte del estudio de estos objetos estocasticos trabaja con modificaciones.

Ademas de las clasificaciones en términos de su conjunto de indices 7 mencionada antes, los procesos estocdsticos
pueden ser clasificados en términos de sus supuestos de dependencia/independencia subyacentes a X.

Desde una perspectiva general, el estudio y aplicacion de procesos estocdsticos requiere del andlisis y comprension de,
al menos, los siguientes aspectos:

1) El estudio de la ley de probabilidades que los regula asi como la construcciéon de la misma.
ii) Su construccidn y caracterizacién candnica via versiones regulares.

iii) El estudio de sus propiedades de estabilidad asi como la caracterizacion y/o construccién de procesos con estas
caracteristicas.

1) Nos permite conocer a los procesos desde un punto de vista probabilistico y por lo tanto poder estudiar las conse-
cuencias de asumir cierto proceso como modelo para un fenémeno dado. También permite proceder con la calibracién y
estimacion del mismo. ii) Nos permite entender las propiedades “ trayectoriales ” del proceso, e.g. trayectorias continuas,
CDLI, etc. Con esto se puede recurrir a construcciones alternativas, e.g. via ecuaciones estocdsticas, y por lo tanto se
amplia su espectro de aplicaciones y potenciales métodos de estudio y aplicacién. iii) La mayoria de sus caracteristicas
distribucionales, métodos de estimacién, de prediccién y estudio se facilitan en la presencia de ciertas propiedades de es-
tabilidad del proceso. Asi pues el estudio de estas propiedades asi como las condiciones bajo las cuales un proceso de
Markov dado, satisface cierta estabilidad son de interés.

En relacién a i) sabemos que la ley de una coleccion de variables aleatorias se simplifica considerablemente bajo ciertos
supuestos de simetria. Veamos las siguientes

1.1.2. Procesos independientes

Muy probablemente la mas usada de las simetrias distribucionales es la resultante de considerar un proceso estocdstico
independiente, i.e. el caracterizado for distribuciones finito dimensionales del tipo

Pt (Ao - An) = T 1, (4A) (1.8)
=0

En este contexto se desarrolla la teoria cldsica de estadistica, en particular cuando ;4 toma una forma especifica caracteri-

zada por un pardmetro. 6 € ©, e.g.
Fo:={pp(A);YVA € X,0 € O}
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1.1.3. Intercambiabilidad

. . . . . . . . . d
Definicién 12. Una coleccién de variables aleatorias {X;}!" ; se dice que es finitamente intercambiable si {X;}} ;| =

{X7@)}iz, para cualquier permutacién 7 de {1,...,n}. Una coleccién infinita { X;}$°, se dice que es intercambiable si
toda sub-coleccién es intercambiable.

En otras palabras, la propiedad de intercambiabilidad equivale a invarianza bajo permutaciones de los indices. Este

tipo de simetria juega un papel fundamental en estadistica, particularmente en estadistica bayesiana.

1.1.4. Procesos estrictamente estacionarios

Una simetria distribucional que asegura cierta estructura de estabilidad es la siguiente.

Definicion 13. Un proceso estocdstico X se dice que es estrictamente estacionario sipara h,n,ty, ..., t,cont; t;+h €T
sus distribuciones finito dimensionales son invariantes bajo traslaciones del tiempo. Esto es

d
{th,...,th} == {th-i-h)"'ath-f—h} (19)

1.1.5. Proceso reversible en el tiempo

Otra propiedad de mucha utilidad y frecuentemente encontrada en el estudio de procesos markovianos estacionarios se
sigue de la siguiente definicion.

Definicion 14. Un proceso estocdstico X se dice que es reversible en el tiempo si

d
(X, Xpyo o X} S {X0 Xe, . Xy ) (1.10)

se satisface para cualesquier ¢1,...,t, € Tyn=1,2,...

1.1.6. Procesos gaussianos

Definition 1. Una variable aleatoria G con valores en R? se dice que es una variable aleatoria gaussiana (6 vector
aleatorio gaussiano) si existe un vector 1 € R? y una matriz ¥ € R? x R? tal que para todo s € R, G -5 = Z?Zl sU) G
es una variable aleatoria gaussiana con media y - s y varianza s’Ys. De aqui en adelante s denota un vector columna y s’
su vector transpuesto. Al vector u se le conoce como el vector media, y a 3. 1a matrix de covarianza de G.

Con la notacién G ~ Ng(y,Y) indicaremos que G' es un vector aleatorio gaussiano con valores en R?, media ; y
matrix de covarianza 3. Si X es no-singular (det®X > 0) la distribucién de G es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue y su densidad en z € R? esta dada por

1 1 -1 /

Equivalentemente, G' ~ Ng(u, o) si paratodat € R%y £ € R

d d
E [exp(i€(G - )] = exp ith(”um—fZZt‘”ﬂk)o(i,j) : (1.12)

donde o (i, 7) denota el ij-ésimo elemento de 3.

Teorema 3. Dado un vector i € Ry una matrix ¥ € R% x RY simétrica positiva definida, se puede construir una variable
aleatoria con valores en R? dada por G ~ Ng(p, Z). En cambio, si G ~ Ng(p, Z) entonces . se puede tomar simétrica 'y
es siempre real y positiva definida.
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Demostracién. Usando édlgebra matricidal elemental, . = P’AP, donde P es una matriz (d X d) real y ortogonal y A
es una matriz diagonal (d x d) de valores caracteristicos con A7) > ( paratodo 1 < i < d. Sea A = A%P, donde

A? denota la matriz diagonal (d x d) cuya coordenada (i,5) es VA1), Nétese que A es una matriz real que satisface
¥ = A’A. Sea Z un vector en R? de variables aleatorias gaussianas independientes y definamos G' = j+ A’Z. Calculando
la funcién caracteristica de t - G para t € R%, podemos ver que G' ~ Ng(, X) como lo establece el teorema. O

Corolario 1. Supdngase que G ~ Ng(u,), donde ¥3) = 0 para i # j. Entonces G, ....GD son variables
aleatorias gaussianas independientes con valores en R.

Definicion 15. Un proceso estocéstico X, se dice que es un proceso gaussiano si para toda eleccion finita ¢1,...,t, € T
las funciones finito dimensionales son Ny (i, ). Si T es un subconjunto medible de R™ entonces a X se le identifica como
un campo aleatorio gaussiano.

Decimos que una funcién f : 7 x T — R es simétrica si para toda s,t € T, f(s,t) = f(t, s). Es positiva definida si
paratoda s1,...,8, € T ytoda&y,..., &, € R,

DO &if(sinsi)€ = 0. (1.13)
i=1 j=1

Cualquier funcién simétrica, positiva definida f es no-negativa sobre la diagonal, en el sentido de que f(z,x) > 0 para
toda x.

Teorema 4. Dado un conjunto T, una funcion arbitraria . : T — R, una funcion simétrica y positiva definida 3. :
T x T — R, existe un proceso gaussiano X con funciones de media y covarianza |1y ¥ respectivamente.

Ejercicio 2. Demuestra el Teorema 4. Tip. Usa el hecho de que la forma cuadrdtica %(az — )X Yx — p) y que || son

invariantes bajo permutaciones de vy |X| t1, ..., ty

1.1.7. Procesos con incrementos independientes

Los procesos con incrementos independientes, también conocidos como procesos aditivos, juega un papel fundamental en
al teoria moderna de procesos estocdsticos y su aplicaciones. Como veremos mds adelante muchos de los procesos que
estudiaremos caen dentro de esta amplia clase.

Definicion 16. Un process estocéstico, X := {X;;t > 0}, con valores en los reales se conoce como un proceso con
incrementos independientes (PIl) si

(i) las trayectorias t — X; son RCLL c.s. Es decir X;+ = X; y X;_ existen.

(ii) Paratodan > 1y 0 <ty < t; < --- < ty, las variables aleatorias Xy, {X;
(incrementos independientes)

n . :
i — X} ’—1 son independientes.

Si adicionamos

()" {Xpys — X} 4 X, para toda s,t > 0 (incrementos estacionarios)
iv)* Xop =0 c.s.

entonces a X se le llama proceso de Lévy.

La condicién (i), es también conocida como la condicion de trayectorias cddldg y se require para que solamente
discontinuidades via saltos puedan ocurrir. Decimos que X tiene un salfo fijo en algin tiempo ¢ > 0 si P(X; # X;—) > 0.
En el caso de un proceso de Lévy la condicién de incrementos estacionarios excluye la posibilidad de saltos fijos. Condicién
(iv)* es implicita en la condicién (iii)* (escoge s = 0).
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TEMA

ELEMENTOS DE PROCESOS DE MARKOV

Los procesos de Markov son indudablemente los modelos estocasticos mds importantes y socorridos en el estudio de
fendmenos aleatorios que evolucionan en el tiempo. Sus propiedades de dependencia y continuidad asi como sus diversas
definiciones y construcciones plantean un compromiso adecuado entre generalidad y aplicabilidad.

En palabras, un proceso estocastico tiene la propiedad de Markov si el futuro y el pasado son condicionalmente inde-
pendientes dados el presente. En lenguaje matematico tenemos la siguiente definicion

Definicion 17. Sea (2,.7,P) un espacio de probabilidad y F = {F; : t € T} una filtracion sobre este. Decimos que un
proceso estocdstico X := {Xy;¢ € T} definido en este espacio, F -adaptado, y con valores en un espacio de Borel (X, X))
es un proceso de Markov con respecto a la filtracion F si el pasado, JFy, y el futuro, F! := o(Xs : s > t,s € T), son
condicionalmente independientes dados el presente o (X;). Equivalentemente,

P(ANB | 0(X,) = B(A| o(X)B(B | o(X,)) @.1)

para cualquier A € F; y B € F'. Sino se hace mencién de las o-algebras entonces se asume que X es un proceso de
Markov con respecto a su filtraciéon canénica.

Notemos que hemos asumido que el conjunto de incides, T, es un conjunto completamente ordenado. En particular,
aqui asumiremos que T C R, aunque existen otros casos mas generales, e.g. T = R que se estudia en la teorfa de campos
aleatorios.

De la Definicién 17 se sigue la forma mds cldsica de la propiedad de Markov que establece que, para toda s, > 0y
AeXx

P(Xt+5 cA ‘ ft) = P(Xt+5 cA ‘ Xt) P-c.s. 2.2)

o de manera equivalente

E(f (Xtvs) | Fi) = E(f(Xers) [ X2) (2.3)

para f una funcién X'-medible y acotada.

Al igual que en la teoria general de procesos estocdsticos, los procesos de Markov se clasifican y estudian dependiendo
de la naturaleza de su espacio de estados X, el cual puede ser finito, numerable o no-numerable; de la naturaleza de T el
cual puede ser discreto o continuo; asi como de la estructura de sus trayectorias, e.g. continuas, continuas por la derecha
con limites por la izquierda. Aqui nos referiremos a una Cadena de Markov cuando X tiene un cardcter numerable, de
no ser el caso lo llamaremos proceso de Markov. Asimismo, si T C Z diremos que se trata de un proceso o cadena de
Markov a tiempo discreto, de otra forma, e.g. T = [0, 00), diremos que se trata de un proceso a tiempo continuo. Estas
clasificaciones de procesos de Markov caracterizan diferentes enfoques y técnicas usadas para su estudio.

11
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2.1. Funcién de transicién y la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov

La igualdad caracteristica (2.2) nos indica que que la ley de un proceso markoviano queda caracterizada por las probabil-
idades P(X¢45 € A | 0(X¢)) paratoda A € X'y t,s > 0. Asi pues, es de utilidad estudiar esta clase de funciones, las
cuales se formalizan en la siguiente definicion.

Definicion 18. Sea (X, X') un espacio de Borel. Una funcién P; 4(x, A) definidapara0 <t < s < oo,z € X, A € X se
dice que es una funcion de transicion markoviana sobre (X, X) si

i) A— P, (x,A) es una medida de probabilidad sobre X para todo z € X
ii)  — P, (x, A) es una funcion X'-medible para todo A € X

iii) Paratodorz e X, A e X y0<t<s<u
Pru(e, A) = / Pya(,dy) Pou(y, A), 2.4
X

A la ecuacion (2.4) se le denomina la ecuacion de Chapman-Kolmogorov.

Si existe una funcion P;(x, A) tal que Ps_4(z, A) = P, s(z, A) paratoda t, s, z y A entonces se dice que la funcién de
transicion es temporalmente homogénea y la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov se simplifica mediante

Prvalar, A) = [ Pia.dy) Pu(y. ). 2.5)

De forma andloga, se dice que una funcién de transicién es espacialmente homogénea si P; s(x, A) = P, (0, A — x),
donde A—zx={y—x:ye€ A}.
En ocasiones, en la Definicién 18 se incluye

lim P,(z,") = b () 2.6)

que claramente permite obtener Py (-, ). A una funcién de transicion con dicha caracteristica se le denomina como estdndar

o normal.

Ejemplo 1. Sea X = {0} U (—o0, —1] U [1,00) y P:(-, ) una funcion de transicion temporalmente homogénea dada por

R0, {1)) = 5 R0, {-1}) = 3
Pi(z,-) = 0p4¢(+), siio x>1;t>0
Pi(z,) = 0z—4(:), sio v<—-1;t>0
PA0,) = S {B1a() +8140))

Notese que no se trata de una funcion de transicion normal pero sigue cumpliendo las propiedades de la Definicion (18).

Ejercicio 3. Demostrar que la funcion de transicion del Ejemplo 1 satisface las condiciones de la Definicion 18 y no es
una funcion de transicion normal.

La propiedad (2.6) no es necesaria en general, e.g. cuando x es un punto de ramificacién, como en el Ejemplo 1.
Habiendo dicho esto, por el momento trabajaremos con funciones de transicion estandares.
Dado un proceso de Markov para la filtracién F, X, se dice que admite una probabilidad de transicion si

P(X: € A| Fs)) = Ps4(X5,A)  P-cs.para  s<t (2.7)
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Por lo que, en el caso homogéneo en el tiempo, la ecuacion (2.3) se puede escribir como

E( (Xt+5 |]:t /f Xt,dl‘) C.S.

para f una funcién medible no-negativa.
De hecho para s,t > 0y todo A € X, podemos verificar que

Piis(X0,4) = P(Xpps € A| Fo)
= E[P(Xiys € A| Fs) | Fol
E[Pt(Xsa A) | ‘FO]

_ /X Py(y, A)P(Xo, dy). 2.8)

La teoria de procesos de Markov esta fuertemente sesgada hacia el caso homogéneo en el tiempo. El argumento que
justifica esta simplificacion es que un proceso de Markov no-homogéneo en el tiempo, digamos X = (X;;¢ > 0), puede
ser estudiado mediante X; = (t, X}), el cual resulta en un proceso homogéneo en el tiempo. Es decir haciendo que el
tiempo forme parte del espacio de estados. En estas notas adoptaremos esta conveccion y trabajaremos en su mayor parte
con procesos homogéneos en el tiempo.

Ejercicio 4. Sea X = (X; : t > 0), con X; := (t,X;) y X = (Xy;t > 0) es un proceso de Markov no-homogéneo en
el tiempo con espacio de estados (X, X) y funcion de transicion no-homogénea (2.4). Demuestra que X es un proceso de
Markov homogéneo en el tiempo y con valores en (R4 UX, B(R;) ® X).

Con lo anterior se puede definir un proceso de Markov, e.g. que satisface (2.2), en términos de una funcion de transicion
que, en particular, satisface (2.4). En el caso de procesos a tiempo discreto, e.g. cuando T = Z., (2.4) no presenta una
restriccion ya que de cualquier versién de la funcién de transicién a un paso, i.e. P(z,B) := P,_1,(z, B), se puede
obtener probabilidad de transicion en n-pasos via la ecuacion de Chapman-Kolmogorov

P"(z,B) = / P"(z,dy)P" " (x,B), 0<m<n,BeX
X
donde hemos adoptado la notacién P"(z, A) := P(X,, € A | Xo = ), cuando T es discreto. Una deduccién andloga se

sigue para el caso no-homogéneo en el tiempo.

Ejemplo 2. Consideremos la funcion de transicion con valores en (R, B) dada por

P(x,A):/A <y|si1 E“S; >dy, AcB

con s > 0. En adelante adoptaremos la convencion de denotar por D(0) a la distribucion parametrizada por 0y a D(- | )
por su funcién de densidad. Entonces N(z | j1,02%) o exp{—(z — p)2/(202)}. Claramente esta transicion satisface (i) y
(ii) de la Definicion 18.

Con esta notacion notemos que, en general, si tenemos P(x,-) = N(- | za,b) con a € Ry b > 0, entonces usando la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov se obtiene

P%(z,-) = N(- | za?,b(a® + 1))
y por induccion

P*(z,) =N ( | za™ by a2<i—1>> . (2.9)
=1

Entonces, si sustituimos
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y notamos que para s > 0, (s +1)71 < 1

n

=1

obtenemos

n _ T _ 1
P*(z,-) =N ( | G+ 1)n,l Gt 1)2n> (2.10)

que por construccion satisface la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. En otras palabras, para el caso a tiempo discreto,
dada una funcion de transicion que satisface (i) y (ii) de la Definicion 18 siempre se puede construir su version marko-
viana que conlleva al cumplimiento de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. De hecho bajo esta filosofia, la funcién de
transicion (2.9) también es markoviana.

La construccién no es tan directa para el caso de T no-numerable, i.e. el caso a tiempo continuo, como lo ilustra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Consideremos la funcion de transicion con valores en (R, B) dada por

A= [ N (y xli‘f;;fnu—uwtrﬂ) dy @.11)

con i € Ryt — ¢ una funcion positiva. Al igual que en el Ejemplo 2 esta transicion también satisface (i) y (ii) de la
Definicion 18. Sin embargo, la ecuacion de Chapman-Kolmogorov no se satisface para cualquier funcion ¢,. En este caso,
resulta relativamente fdcil resolver (2.5) para ¢y.

Primero veamos que si denotamos por Lz(\) = E[e’], X € C, la transformada de Laplace generalizada para la
variable aleatoria Z, y X = (Xy;t > 0) un proceso de Markov con funciones de transicion homogéneas en el tiempo,
entonces la ecuacion de Chapman-Kolmogorov (2.5), se puede escribir como

Lx,, 1 x0=c(A) = E(Lx,,,x,(A) | Xo = ). (2.12)

donde, en este caso, Lx,| Xo=z(A) es la transformada correspondiente a (2.11), la cual esta dada por

PV ALy N7l — (14 ¢4) 72
[,Xt\XO:m(A) exp { (+o) T T+a0 2 } (2.13)

ya que si Z ~ N(n, &) tenemos que Lz()\) = exp{An — A\2¢/2}. Con esto se tiene que

A N7l - (1 —2 A
E(Lx,,. x.(\) | Xo=2) = eXp{(li(i);t)‘ al (2+<zﬁt) ]}EXS|on (H@>

= exp{Au[l—(1+¢) "1+ ¢s) ] + Aol + ) ' (L+6s)7 "}

X

exp{—AZT [1- <1+¢t>‘2<1+¢s)‘2]} (2.14)

que esigual a Lx,  |x,=z(A) siy solo si

Gtts = Qrds + Pt + Ps
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o0 equivalentemente

Grs+1 = ¢1dps+ P+ s +1
= (¢ +1)(¢s + 1). (2.15)

Entonces, haciendo 1y := ¢; + 1, la ecuacion de arriba es equivalente a ;. s = 1), i.e. con solucion |y = e, para
a > 0. Entonces
qbt = eat — 1.

Asi pues, la probabilidad de transicion
Pi(z,A) = / N (y | ze™® + p[l — e ], 7[1 — e 2*)) dy (2.16)
A

satisface (i), (ii) y (iii) de la Definicion 18.

Nota 1. En la Seccion 2.2 entenderemos el origen de la parametrizacion usada en las funciones de transicion propuestas
en los dos ejemplos anteriores.

El significado intuitivo de la funcién de transicion, P; s(x, A), es el de la probabilidad condicional que X, € A dado
que Xy = x,cuando 0 < ¢ < s.

Si denotamos por v la distribucion de X, es decir, la la distribucion inicial del proceso de Markov X. Entonces,
usando la propiedad de Markov de forma repetida, podemos obtener las funciones de distribucion finito dimensionales
mediante

E[f(Xt()?"thn)} :/V(dx())/PO,h(‘TOadxl)/'”/Ptn—17tn(‘r’R—17dxn)f(x17"‘7‘,1:71) (217)

paratodo0 =tg <t <ta---<tp, €T, f: X"t R. En particular tenemos

P(Xo € dxo, Xy, € day,..., Xy, € dxy) = v(dxo)Poy, (o, dz1) - Pry 4, (Tn—1, dzy). (2.18)
Con la obvia variacién en el caso homogéneo en el tiempo.

Nota 2. Denotaremos por P, y E, la probabilidad y la esperanza del proceso iniciado en v. Andlogamente P, y K, cuando
V=10

Ejercicio 5. Sea X un proceso de Markov homogéneo en el tiempo con distribucion inicial v(dzg) = N(zo | p, 7)dxo y
probabilidad de transicion (2.16). Demuestra que (2.18) se reduce a una distribucion normal multivariada. Es decir con
una densidad de Lebesgue de la forma

1

1
—_— — -2 Nz — ) RY d 2.1
(%)dﬂmexp{ ERDRIE m}, reRldeN, 2.19)

con p € R4y ¥ una matrix no-singular, positiva definida. Encuentra la forma de esta iiltima para este ejemplo.

Nd(SU | 1y E) =

En ocasiones es de interés relajar la condicién (i) de la Definicion 18 a medidas no-negativas que no necesariamente
integran uno, en particular que satisfacen

P(z,X) <1, paratodate TyzeX

En este caso se habla de una funcion de transicion submarkoviana, de darse la igualdad se dice que la funcién de transicién
es conservativa o simplemente markoviana. El mecanismo usual para convertir el caso general al caso conservativo es
agregar un nuevo punto 0 ¢ X al espaci6 de estados X, i.e. Xy = X U {0} y entonces construir una funcién de transiciéon
en este espacio aumentado mediante

P/(x,A) = Py(z,A), z€X,AeX
P/(2,0)=1—-Py(2,X), 2#0,reX
Pl9,X) =0, Pl,{9})=1 (2.20)
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la cual es claramente una transicion markoviana sobre (Xy, X). Intuitivamente, esto significa que el proceso de Markov,
modulado por la funcién de transicion (2.20), se mueve libremente en X hasta que muere, lo cual ocurre cuando toca el
punto cementerio{ 0}, en un tiempo

((w) =inf{t € T; Xy(w) = 0}

conocido como el tiempo de vida del proceso.
En relacion a las propiedades de estabilidad antes mencionadas y todavia en el caso de procesos de Markov, una medida
7 que satisface

m(A) = / Pz, A)r(dz) (2.21)
X
para cualquier t y A € X se dice que es una medida invariante o una distribucion estacionaria (cuando 7(X) = 1).

Ejercicio 6. Demuestra que cualquier proceso de Markov X con distribucion estacionaria m, y funcion de transicion
homogénea en el tiempo dada, conlleva a un proceso estrictamente estacionario, dado que la distribucion inicial es .

Ejercicio 7. Demuestra que un proceso de Markov X con funciones de transicion homogéneas en el tiempo y distribucion
inicial 7 es un proceso estocdstico estrictamente estacionario si y solo si w es una medida de probabilidad invariante.

Un proceso de Markov X, homogéneo en el tiempo, es reversible con respecto a 7 si sus probabilidades de transicién
satisfacen la siguiente condicién

/Pt(a;,B')Tr(dx)—/ P,(z, B)m(dx) (2.22)
B B

para todo B, B’ € X. Si (2.22) se satisface para una medida finita, 7(X) < oo, decimos que P, es una funcion de
transicion -reversible
Una media de probabilidad 7 se denomina la distribucion ergodica o distribucion limite de un proceso de Markov
homogéneo en el tiempo si
Py(x,-) = m(")

cuando t — oo.

Ejercicio 8. Encuentra la distribucion limite de (2.16). Constituye esta una medida de probabilidad invariante para
(2.16)?

2.2. Construccién de transiciones markovianas via intercambiabilidad

En referencia al aspecto (i), mencionado en la Sub-seccionl.1.1 y relacionado con la construccion de la ley que regulara
0 modelard nuestro proceso markoviano, un primer paso es la construccién de funciones de transicién markovianas que
contengan ciertas carateristicas deseables. Aqui veremos una metodologia que nos permite construir (hasta ahorita de
manera candnica) un proceso de Markov. homogéneo en el tiempo, estacionario fuertemente y para una eleccion de
distribucién invariante arbitraria pero dada.

En los ejemplos (2) y (3) la construccidn de funciones de transicién markoviana resultaron relativamente faciles por
las propiedades de cerradura de la distribucion Gaussiana. En general, obtener expresiones analiticas para las transiciones
a n-pasos (en el caso a tiempo discreto) o transiciones que satisfagan la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (en el caso a
tiempo continuo), no es una tarea ficil. M4s aun, este objetivo aparenta ser mas complicado si le ponemos la restriccion de
que queremos que nuestra funcién markoviana deje invariante cierta distribucioén, 7, cf. igualdad (2.21).

A continuacion usaremos la simetria que caracteriza una sucesién de variables aleatorias intercambiables, {X;}2°,,
como un mecanismo para construir funciones de transicién markovianas con marginales dadas. Con este fin, es pertinente
enunciar el celebrado Teorema de representacioén de de Finetti.
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Teorema 5. (Bruno de , Hewitt and Savage) Sea (X, X) un espacio completo y separable. Denotemos por Px el espacio
de todas la medidas de probabilidad sobre (X, X). Una sucesion de variables aleatorias X, = {X;}:2,, con valores en
X, es intercambiable si y solo si existe Q sobre Px tal que

P(X; € Ay,..., X, € 4,) / Q(dP), paratodo A; € X, ytodan > 1. (2.23)
Px =1

Del teorema anterior se sigue que la propiedad de intercambiabilidad equivale a independencia condicional, i.e.

X, | P8P con P~Q

Si denotamos por
1 n
P,(A) =— ox, (A
SRR
la distribucion empirica, entonces Q es la distribucion de la medida de probabilidad aleatoria P, donde P[P, — P] =1,
i.e. P ~ Q. Tal vez una de las consecuencias mas importantes del Teorema 5 es que dada una sucesion X, existe una tinica
Q y viceversa. A Q se le identifica como la medida de de Finetti inducida por X..

En general existen mecanismos para construir distribuciones, Q, sobre espacios funcionales Py, y por lo tanto car-
acterizar las distribuciones finito dimensionales de una sucesion de variables aleatorias intercambiables. Por ejemplo, la
distribucion en la Proposicién 1.19 en las notas del Dr. G. Uribe, donde se explora el caso, X = {0,1}. Claramente, el
caso donde X se asume no numerable, e.g. X = R, resulta mas engorroso. Habiendo dicho esto, una tarea aparentemente
mas sencilla resulta de restringirse al conjunto de variables aleatorias construidas mediante

P(X; € Ay,..., X, €A4,) / Huy Y(dy), paratodo A; € X, ytodan > 1. (2.24)

donde p,(-) y 7¥(-) son medidas de probabilidad sobre (X, X') y (#,0(%)) respectivamente, para toda y € %. En
terminologia de estadistica bayesiana a 7" se le conoce como la distribucion inicial para lo desconocido, i.e. el pardmetro
y € ¥,y apuy(-) el modelo para nuestras observaciones, el cudl, condicionado a un valor del pardmetro, provoca que estas
sean iid.

Esta restriccion paramétrica, i.c. PX|F@, (donde Fs denota la familia parametrica caracterizada por %), reduce el
posible espectro de sucesiones intercambiables a aquellas inducidas por (2.24), y por lo tanto no se sigue la unicidad de la
medida de de Finetti Q, como sucedia en la generalidad comprendida por (2.23). La construccién depende de las formas
paramétricas asumidas para las medidas de probabilidad 1, (-) y 7¥(-), las cuales es suficiente que cumplan con que el
soporte de 7Y coincida con {y € #; pu,(-) > 0}.

Utilizando lo anterior, si tomamos cualesquiera dos variables aleatorias de la sucesion intercambiable X., digamos X3
y X3, tenemos lo siguiente:

P(Xl €A, X € Ag) = / uy(Al)uy(Ag)WY(dy), para todo A, Ay € X. (2.25)
v

de donde se sigue que la distribucion predictiva esta dada por

P(Xo e B| X1 =2)= / iy (B)fiz(dy), paratodo B € X. (2.26)
v
con
- py ()7 (dy)
«(dy) = : 2.27
H) =y ) 220

la distribucion posterior “ habiendo observado” z. Por claridad en la exposicion, hemos abusado de la notacién al asumir
que /1, (-) tiene densidad p,, (), con respecto a alguna medida de referencia.
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Al denominador en (2.27) también lo denotaremos como

™~ (dx) :/guy(dx)ﬂY(dy), (2.28)

que en la literatura bayesiana se conoce como la distribucion predictiva inicial correspondiente a X.. De hecho, notemos
que esta dltima, corresponde a la distribucién marginal para toda X; de la sucesion intercambiable X, i.e. X; ~ 7* para
toda:i =1,2,...

Regresando a nuestro objetivo inicial, i.e. el de construir una funcién de transicién markoviana que preserve una
medida de probabilidad invariante (cf. 2.21), tenemos que esta se puede definir precisamente via la distribucion predictiva
(2.26). Asi pues, podemos construir una funcién de transicién markoviana (a un paso), que mantenga 7* como una medida
invariante via

P(x,A) = /uy(A),am(dy), para A € X. (2.29)

Ejercicio 9. Demostrar que 7 constituye una medida de probabilidad invariante para la funcion de transicion (2.29).

Debido a la simetria inducida por (2.25), existe una medida bivariada 7, t.q.

n(dz, dy) = py(dz)n* (dy) = fip(dy)n*(dz)
y por lo tanto para tener las dos medidas condicionales, fiy y fi,; podemos:

1. Escoger la forma de 7%, la medida que fungird como medida invariante de nuestro proceso markoviano. Suponer
una forma parametrica para /i, (-), que cumpla con la condicién de soporte arriba descrita. Aplicando el Teorema de
Bayes obtenemos /i, (-) y construimos la funcion de transicién markoviana via (2.29).

2. Dada nuestra eleccion de medidas de probabildiad ji,(-) y 7*, obtenemos fi,(-) via Teorema de Bayes y constru-
imos la funcién de transicién markoviana via (2.29). En este caso la forma de la distribucién invariante 7* queda
determinada por (2.28).

Ejercicio 10. Demostrar que la funcion de transicion (2.29) tiene la propiedad de ser w*-reversible.

Ejemplo 4. Siguiendo el mecanismo 1, arriba descrito supongamos que nuestro objetivo es construir una funcion de

transicion que deje invariante la distribucion gaussiana en X = R. Entonces escogemos 7 (dx) = N(z;p,7)dx y
by (dy) = N(y; x, ¢7)dy. Aplicando Teorema de Bayes, obtenemos
y+op 19 >
dr) =N | z; , .
py(d) ( 1+¢ 1+¢
Entonces la funcion de transicion esta dada por
T+ _
P(z, A) _/ N (y | IEOL 0 (14 9) 2]) dy (2.30)
A 1+¢

Ejercicio 11. Verifica los cdlculos de p,(-) y P(x, A) correspondientes al Ejemplo 4.

2.2.1. Caso a tiempo continuo

Del predmbulo del Ejemplo 2, se deduce que la construccion anterior es suficiente para construir una funcién de transicién
markoviana a tiempo discreto. Sin embargo, si el objetivo es construir una transicién markoviana a tiempo continuo, hay
varios mecanismos. El mds elemental, y que aqui usaremos, es el utilizado en el Ejemplo 3, es decir:

1. Permitir que nuestra eleccién de medidas condicionales /i, 6 1, dependan de algin pardmetro no existente en 7.
Por ejemplo, /123 o /1,5 .



2.3. PERSPECTIVA DE OPERADORES Y GENERADORES 19

2. Inducir la dependencia en el tiempo (recordemos que estamos en el caso homogéneo en el tiempo) via el pardmetro
¢. Es decir, considerar una funcién ¢ — ¢, y posteriormente encontrar la forma funcional de esta tal que la ecuacién
de Chapman-Kolmogorov se satisface (cf. Ejemplo 3)

Utilizando lo anterior, en el contexto del Ejemplo 4 uno obtiene la funcién de transicién markoviana dada por (2.16).

Ejercicio 12. (Continuacion Ejemplo 3.) Demuestra que 7 (dx) = N(x; p, 7)dz es una distribucion limite para la funcion
de transicion markoviana (2.16). Concluye que un proceso de Markov X := (Xy;t > 0) con funcion de transicion (2.16) y
distribucion inicial v = 7%, es un proceso fuertemente estacionario y reversible en el tiempo.

2.3. Perspectiva de operadores y generadores

Denotemos por C(X) el espacio de funciones f : X — R continuas y acotadas. C(X) es un espacio de Banach con la norma
de supremo

[ flloo = sup|f ()|
zeX

Asi pues, decimos que una funcién f € C(X) converge a cero cuando x — 0, si para cada € > 0 existe un subconjunto
compacto F de X tal que
lf(z)] <e, zeX\E

y entonces se puede escribir lim,_,5 f(z) = 0. Denotamos entonces

o) = { 1 € €00 Jim () =0}

que es un subespacio cerrado de C(X) y por lo tanto Banach. Si X es compacto no se hace diferencia en la notacién. As{
pues cualquier funcién real f sobre X se extiende al espacié compacto Xy haciendo f(9) = 0. Desde esta perspectiva, el
espacio Cop(X) C C(Xy) y por lo tanto también podemos escribir

Co(X) ={f € C(Xp) : f(9) = 0}

Cuando se estudia las propiedades distribucionales de los procesos de Markov, resulta menos engorroso via un enfoque
funcional, al menos en el caso general. Esto es, mediante el estudio del cambio que induce una transicién markoviana para
una funcién dada, como en (2.3). Asi pues, se puede definir el operador de transicion

P/ () = /X J(y)Pu(a, dy) (2.31)

paratoda f € Cy(X). Notemos que para A € X, Pll4(x) = Pi(x, A). También en este contexto la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov se traduce a

Piisf(z) = Pt (Psf(x)) = Ps (Pef(2)) (2.32)

para cada f € Cy(X) medible. En otras palabras, los operadores (2.31) forman un semigrupo de operadores en el espacio
Co(X).
Con este enfoque, se puede decir que X es un proceso de Markov con distribucion inicial v si

e P,(Xg€ A) =v(A),paratodo A € X

* Existe una funcion de transicién markoviana tal que para todo s,t > 0 y toda funcién f medible y acotada
Ey(f(Xits | Fs)) = Puf(Xs)

Usando el teorema de extensién de Kolmogorov, se puede construir la version canonica de un proceso de Markov con
funciones de transicion dadas, (P; : t > 0), y distribucion inicial v.
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Lema 1. Sea (P, : t > 0) un operador de transicién con la propiedad de semigrupo, i.e. (2.31), y v una medida de
probabilidad sobre (X, X'), que se asume localmente completo y separable. Entones las distribuciones finito dimensionales

Htg,te,... tn (Ao X Ap X - % An) = V]IAO Ptl—tOHAl cee Ptn—tn,lﬂAn, Ag, Ar,.. ., Ap e X
son una familia distribuciones consistente para cualesquiera 0 =t < 11 < --- < ty,.

Ejercicio 13. Demostrar el Lemma 1 y usar el Teorema de extension de Kolmogorov para construir el proceso de Markov
canonico asociado a dicha familia de distribuciones.

Para referencia futura, formalicemos el concepto de semigrupo mediante la siguiente definicion.

Definicién 19. Sea S un espacio de Banach de funciones reales y medibles sobre un espacio Polaco (X, X') y || - || la norma
correspondiente. Una familia de operadores lineales, P; : S — S, para t > 0, se dice que es un semigrupo fuerte de
operadores en S, abreviado como (SFO(S)), si

i) P; es acotado para cada ¢ > 0. En otras palabras

[Pl
111

HPtHf:iug < oo, paratoda t>0
€

11) Pt+s = PtPs = PsPt
iii)
ltii%qHPtf—fH =0 paracada feS.
Si ademads se tienen que
IPeAL< AL (IPell < 1) paratodat >0
se le denomina un SFO(S) de contraccion.

Dado D un subespacio lineal de S (D C S) y T : D — S un operador lineal. A D se le denomina el dominio de T. El
conjunto G(T) := {(f, Tf)|f € D} C S x S se conoce como la grdfica de T. Nétese que S x S es también un espacio
de Banach con la norma ||(f, g)|| = ||f|| + ||gl|- Se dice que T es cerrado siy solo si G(T) = G(T).

Lema 2. Sea T un SFO(S) entonces es continuo.
Demostracién. Unicamente hay que demostrar que

lim f,=f = Tf,— Tf fuertemente
n—oo

pero por propiedades de la norma se sigue que

T =TAI< T = DI T fn = £l

de donde se sigue el resultado.
Asi pues, si (P : t > 0) es un SFO(S), entonces es un operador lineal cerrado para cada ¢ > 0.

Ejercicio 14. Sea X := (X; : t > 0) un proceso de Markov homogéneo en el tiempo con probabilidad de transicion
Pz, A) = /A N(y | z,t)dy (2.33)
sobre (R, B). Demuestra que
Puf(e) = [ SN [ 2.0dy = [ 1o+ Vi | 0.1)dy.

forman un SFO(Cy(R)).
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Lema 3. Sea (P;:t > 0)un SFO(S). Entonces, existen constantes M > 1y o > 0 tal que ||P;|| < Me®t.

Demostracion. Primero notemos que existen constantes M > 1y ¢ < ty tal que ||P¢|| < M, t < to, ya que de no ser asi
entonces existirfa una sucesion ¢, | 0, n — oo tal que ||Py, || — oo y (por Banach-Steinhaus) sup,, ||P;, f|| = oo para
alguna f € S. Lo que contradice la continuidad. Entonces, existe M > 1 tal que ||P;|| < M para t < ty. Finalmente,
fijemos o = (log M) /to. Seat € [0, c0). Entonces para [t/to] tenemos

[1Pel| = 1Preo Pe—nto || < 1Pt |I*1Pe—iro || < €M, O

Corolario 2. t — P f es continuo, i.e.
lim||P:f —Psf||=0, VfeSyt>0.
s—t
Demostracion. Probemos sélo la continuidad por la derecha. Sea h > 0, entonces para f € S se tiene

IPesnf = Pefll = [[PePrf = Pofl| < ([Pl IPhf — fIl < Me™|IPuf — fI| =0, R 0.

Parat > h > 0 tenemos

[IPe—nf = Pefll = [IPt—nf — Peninfll = [|Pe—nf — Pe—wPrfIl < |[Pecall [ f — Prfl|
< MM F—Pyf]| =0, R0,

donde las tultimas desigualdades de las dos expresiones anteriores se siguen de las cotas exponenciales en de un SFO, i.e.
Lema 3. O

Si observamos la propiedad de adicién en el ““pardmetro ” tiempo que caracteristica un semigrupo, ésta es similar a la
funcion exponencial en los reales, en donde, para cada p € R, p!™* = plp®. Esto sugiere que para cualquier p existe un

niimero real a tal que p' = %, donde
o

ta)?
eat:Z(i!) )

1=0

Esto sugiere la existencia de un operador .4, denominado el generador infinitesimal de (P;;t > 0). Nétese que en el caso

de la funcién exponencial, dicho valor de a, se puede determinar como a = %e“t\tzo o mediante integracion

o0 1
/ e Mpldt = ——, \>a.
0 A

—a

con p' = et?.

Entonces, por analogia a la propiedad (2.32), la primera de estas formas de determinar el valor de a,sugiere la existencia
de un operador infinitesimal que module la tendencia del proceso, i.e.
d

1
— P, =1lim ~—(Pyys — Py) =P A= AP
dt t ;igs( t+s t) tA = AP,

donde a

1
= lim —(Pg — |
A leIBS( )

se le denomina el generador infinitesimal de (P;;t > 0). En otros términos el generador Af(z) describe el cambio
infinitesimal de f(X;) dado que X; = x. Es decir

lim E <f(Xt+e)

el0 €

— f(X4) Ithzv)

Evidentemente, la utilidad de dicho generador radica, inicialmente, en entender su soporte, es decir el conjunto de
funciones donde esta bien definido.
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Ejemplo 5 (Generador movimiento browniano). Sea X := (X; : t > 0) un proceso de Markov homogéneo en el tiempo
con probabilidad de transicion

P A) = [ Ny, 0)dy (234
A
sobre (R, B). Entonces

Pif(x /f HWMyzéf@+¢@W@\&U®

Por lo tanto el generador infinitesimal esta dado por
o1
Af@) = lim 7 {Pef(@) — f(a)}
o1
— lim> [ flo+Vey) — f(m)} N(y | 0,1)dy. (2.35)
tlo t R

Ahora si usamos la expansion de Taylor de f(x + \/ty) alrededor de 3y = 0 obtenemos

f@+Viy) = f(@) + f@)Viy + ' (2)t % +0()

por lo que
1 4 2
Afe) = g [ @i ey v oo
. Vi (=)
— 1 |70 B+ H
@
— 5 (2.36)

con'Y ~ N(0,1) y por lo tanto E[Y] = 0 y E[Y?] = 1. Claramente el dominio de este operador requiere que f', f" €
C(R), por lo que D(A) = C%(R).

Ejercicio 15. Completar el Ejemplo 5, demostrando que el ultimo término de la expansion deTaylor se va a cero en el
calculo del generador infinitesimal A.

Ejercicio 16. Sea X el proceso de Markov con probabilidad de transicion (2.16). Calcula su generador infinitesimal.

Definicion 20. Dado un SFO(S), (P;:t >0)y

P, f—
:{fESE!gEStalquel&gH tft f—gH:O} (2.37)
el operador lineal A : D — S dado por
Pof—f
— g = lim
Af =g =lim —

se le conoce como el generador infinitesimal asociado a (P; : t > 0). A (2.37) se le denomina el dominio de A, el cual
también se identificara por D(.A).

Teorema 6. Sea (P;:t > 0) un SFO(S).
i) Sea f € S, t > 0. Entonces fot Psfds € D(A)y

t
Ptf—f:A/O Psfds
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ii) Sea f € D(A)yt > 0. Entonces Py f € D(A). La funcion t — P.f es derivable en S y las ecuaciones hacia atras
backward y hacia delante forward de Kolmogorov se satisfacen:

d
%Ptf = AP, f = P, Af,

es decir
Pinf —Pif
h

Pranf — P
lim t+hfh tf

i — AP f

]ty

' 0.
iii) Sea f € D(A), t > 0. Entonces,

Ptf—f—/otPsAfds—/OtAPsfds

Demostracion. Para la parte (i) notemos que

t t
iwh—nAFQMS—;A<aHJ—Pwa

Haciendo el cambio de variable s + h = u, podemos escribir la primera integral como fg Psinfds = fh P.fdu

h
1t-‘rh 1h
— [ pypds— > | P,rd
h/t fds h/O sfds

Notemos que para el segundo sumando de esta tltima igualdad tenemos

1 [t 1 [P
H/Psfds—fHS/ IPof — fllds 0, h10
h 0 h 0

de manera andloga

[IP:]]
h

1 t+h
H/ Psfds — P.f
t

h
/PJfWS%Q B0
h f

<
y por lo tanto el resultado se sigue. Para (ii) nétese que

[ |

h

—AfH—>O, hi0

entonces

lim - Pt.Af =0

Pisnf —Pif
h10 h

Ahora, dado que Af € S, g = P; Af € S. Entonces re-escribiendo la dltima ecuacién

Pr(Pef) —Puf

li
11m h

)

o -0
y por lo tanto g = AP, f. Consecuentemente

dr
PtAf - Aptf = Eptf

Para ver que la derivada por la izquierda existe y es igual a la derivada derecha, observemos que para A > (

H Pif —Pinf Pif —Pinf

A —PtAfHSH W

_ PthAfH AIPLRAS — PoAS]

Pof—f
< el |25

—AfH+||Pt_hAf—PtAfr|ao, h1o
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que se sigue por la continuidad fuerte y el hecho de que Af € S. Para (iii), primero notemos que
iP f=PiAf
it =

es una funcion continua en ¢ por Corolario 2. Por lo tanto es integrable y entonces

t t t
Ptf—f:/ jpsfds:/ APsfds:/ P, Afds
0 as 0 0

O]

Nota 3. El motivo por la terminologia “ backward ” [ “forward ” | se debe a que la ecuacion se obtiene con la perturbacion
del punto inicial [final resp.], i.e. APyf = lim_,o % c(Pc=D)P¢f [AP:f = limc o Pt( (Pef — f)) resp]. A la ecuacion
“forward ” también se le conoce como la ecuacion de Fokker-Planck.

Nota 4. Del Teorema 6 podemos verificar que T es la distribucion estacionaria de un proceso de Markov ssi EAf(X) = 0,
con X ~ m, yparatoda f para la cual Af este bien definido.

Ejemplo 6. Mds adelante veremos que los operadores Af(x) = f"(x) — xf (z) y Af(x) = Mf(z + 1) — zf(z),
corresponden a procesos de Markov con distribuciones invariantes N(0, 1) y Po(X), respectivamente (Ornstein-Uhlenbeck
Y un proceso de nacimiento 'y muerte con inmigracion)

Nota 5. La ventaja del enfoque con generadores es que generalizaciones a espacios multivariados ¢ a espacios mds
complejos, son relativamente simples.

Corolario 3. Sea (P; : t > 0) un SFO(S). Entonces D(A) = S (i.e. D(A) es denso en S)y A es un operador cerrado.

Demostracion. Teorema 6 (i) y el hecho de que, para cada f € S, se tiene

Psfds
At AU
0
implican que D(A) = S, por Teorema 3 (i).
Ahora, sea { f, }, C D(A) cualquier sucesion de funciones con la propiedad de que existen f,g € Stalque f, — fy
Afn — g cuando n — oco. Necesitamos demostrar que g = A f. Con esta finalidad, nétese que, gracias al Teorema 6 (iii),
tenemos

¢
Pifn — fn= / Ps(Af,)ds, paratodat > 0.
0

Como

— 0, cuandon — oo

t t
Pufu— ) = (Pef = Pl =0y H [ Peasas— [ pugas

necesariamente .
P~ f = / P.gds
0

para toda ¢t > 0. Por lo tanto,

Pof—f B f(f Psgds
t t

=0,Vt > 0.

Entonces
Puof — f
t

fot Psgds
t

lim
t10

=0

Puof — f f[f Psgds

t

— < lim
o <1

de tal forma que g = Af. O
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Cuando se estudia un proceso de Markov via su generador infinitesimal, la pregunta que surge de inmediato es si éste
caracteriza un semigrupo de operadores de transicion, i.e., en que sentido podemos recuperar P; mediante exponenciacién
de A. La respuesta a esta pregunta la encontramos mediante el celebrado teorema de Hille-Yosida, el cual provee las
condiciones suficientes para que un operador sea el operador infinitesimal de un semigrupo. Para poder enunciar este
teorema, primero introduciremos otro operador asociado a un semigrupo. Recordemos la segunda manera de obtener a de
pt = e, ie. via

& 1
Ty :—/ Mpldt = ——, A>a.
0 A—a
con pf = e, . Nétese que podemos recuperar a de ry, mediante ay,
a
a)\::/\()\TA—l):l a
D)

ya que a) — a cuando A 1 oco.
Por el Corolario 2, t — P; es continuo para cada f € S. También sabemos que que ||P;|| < Me* para constantes
M > 1y a > 0. Entonces podemos definir

Raf(z) = /O h e NP, f(z)dt, (2.38)

es decir la transformada de Laplace del semigrupo. A dicho mapeo se le conoce como el resolvente de orden ).

Lema 4. Sea (P; : t > 0) un SFO(S).
Bl < M/(A = a)
i1) La ecuacion resolvente
R,—Ry+ (p—NR,R\=0. (2.39)
es valida para cualesquiera A, u > «.

Demostracion. La primera parte se sigue de inmediato de la prop. Para demostrar (ii), notemos que

t
e Ht _ emM = (A= u)e_’\t/ e~ (A3 g
0

Entonces

Ruf(x) — Raf(a) = /0 S P f ()

=A—p) /00 e M (/t e()‘“)sPtf(x)ds> dt
0 0

=A—p) /oo e M (/OO e ME=9) Ptf(a:)dt> ds (2.40)
0 s

/ e MNP, f(x)dt :/ e NPy f(z)du :/ e PPy f (2)du
S 0 O

- /OOO e </X f(y) Ps(z, dy))
:/X</0006A“Puf(y)du Py(z,dy) = PRy f(x)

lo que, sustituyendo en (2.40), se reduce a la ecuacién resolvente. O
Notese que si P es honesto, entonces R)I = AL, para toda A > 0.

Ahora notemos que
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Ejercicio 17. Sea (P, : t > 0) el semigrupo inducido por la funcion de transicion
Pz, A) = (1 —e “)Q(A) + e *6,(A), a>0,AcX (2.41)
y Q una medida de probabilidad sobre (X, X).
I. Es (P;:t>0)unSFO(S)?

II. SiX := (X;:r > 0)esun proceso de Markov con ley inducida por Xg ~ Qy (P : t > 0). Se trata de un proceso
reversible y estrictamente estacionario?

1II. Simplifica la forma de su operador resolvente asociado.

El siguiente teorema establece la relacion entre el semigrupo y generador infinitesimal, se puede considerar como la
primera parte del Teorema de Hille-Yosida.

Teorema 7. Sea (P; : t > 0) un SFO(S) con ||P|| < Me® y A su generador infinitesimal. Para toda \ > « se satisface
I R\S§ =D(A)
II. Xl — A :D(A) — S define un operador biyectivo con (ANl — A)D(A) = S
. (A\I— A)~!: S — D(A) existe como un operador lineal acotado. En particular, (X1 — A)~! = Ry,
IV. R\(Ml — A)f = f paratoda f € D(A).
V. (NI — A)Ryg = gparatoda g € S.
Demostracion.
Paso 1. Demostrar (V)
Paso 2. Demostrar (IV)
Paso 3. (IV) = (I) y la primera parte de (II)
Paso 4. (V) = la segunda parte de (II).
Paso 5. (III) se sigue de combinar (IV,I)

Paso 1. Demostracion (V). Sea g € S, entonces podemos escribir
[e.e]
PrRxg = / e MPypgdt
0

Entonces

PiRyg —Ryg 1] [® o
SN g _ = / ef)\tPtJrhgdt o / e*)\tPtgdt
h hJo 0

| 1 h
= RAg — e’\h/ e MPygdt
h h 0

lo que converge a AR)\g — g. Entonces se sigue que

P,Ryg — R
HW—(ARw—g)H%o, h1o0.

Por definicién, Ryg € D(A) y
ARMg = ARyg — g
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de donde se sigue el resultado.
Paso 2. Demostracion (IV). Sea f € D(.A), entonces for definicion Af € S. Tenemos entonces

RA[Af]:/Oooe_”Pt[Af}dt:/Oooe_AtA[Ptf]dt:A/Oooe_”Ptfdt:ARAf.

Donde la tdltima igualdad se sigue del hecho que A es cerrado. 0

Ejemplo 7. Sea X numerable con X = 2%. Sea P una matriz estocdstica en X x X. Definimos la funcion de transicion
mediante

PM(z,y), z,yeX

donde P = (P)™ es la n-ésima potencia de P, y PO = T es la matriz identidad. Por el Teorema de existencia de
Kolmogorov, el proceso canonico en (X®+, X®+) con distribucion inicial v, es un proceso de Markov con respecto a su
filtracion natural.

Esta construccion se sigue de la transformacion Xy = Yy,, donde {Y,, : n = 0,1,...} es una cadena de Markov en
(X, X) con matriz de transicion P y distribucion inicial §;, y (N : t > 0) un proceso Poisson simple. Mds formalmente
deberiamos escribir

[e.9]
Xt = Z I{Nt:n}YTL
n=0

Por construccion (X : t > 0) tiene trayectorias continuas por la derecha.

El resolvente en este caso esta dado por

_ 1 A " ne __ _ -1
=5 X (i) P = @iy ses

para |1 > (¢ — 1)\, Notese que

00 |
n —&t o n:
/0 the”Stdt = gn+l

Antes de enunciar el resultado de Hille-Yosida, es conveniente enfocarnos en SFO(S) de contraccién. Como vimos por
ser fuerte ||P¢|| < Me®. Entonces, Pre™" es un SFO(S) con ||Pre~*|| < M. Entonces si definimos una nueva norma
|11 por

I/1]" = sup [[Pee™ |
>0

entonces || f|| < ||f]|* < M]||f||- Porlo tanto || - || y || - ||* son normas equivalentes y S es Banach con respecto a || - ||*.
Se sigue de inmediato que (P;e~%;¢ > 0) es un SFO(S) con respecto a la nueva norma.
También necesitaremos la nocién de disipatividad, El operador lineal B : V — S, V un subespecie lineal de S, es
(v, M )-disipativo si
A—a

1= Bl > “—

I|fll, YfeV,A>0.

Teorema 8 (Hille-Yosida). Supdngase que existe un operador lineal A : D(A) — S, donde D(.A) es un subespacio lineal
de S. Entonces A es el generador de un SFO(S) si'y solo si las siguientes tres propiedades se satisfacen

i) D(A) =S, es decir D(A) es denso en S.

ii) Aes (0,1)-disipativo. En otras palabras | \f — Af|| > M| f

,paratoda f € D(A)y A >0

iii) (ANl — A)D(A) = S para algiin A > 0.
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Demostracion.

Parte de necesidad (=-): Por el Corolario 3 y el inciso (II) del Teorema 7 se siguen (i) y (iii), por lo que unicamente
queda demostrar (ii). Por el Teorema 7 (I) existe ¢ € S, tal que f = Ryg y por el inciso (V) del mismo teorema,
(Ml — A)f = g. Entonces, se tiene

1 1
AT =1IRagll < Sllgll = S 1IAf = Afll

de donde despejando A se sigue (ii).
Parte de suficiencia (<=): Para esta parte necesitamos algunos lemas, que formularemos en el caso de .4 un operador
(o, M)-disipativo para después usar el caso particular (0, 1)-disipativo.

Lema 5. Sea A : D(A) — S un operador lineal («, M )-disipativo con D(A) C S un subespacio lineal, y M > 1, a > 0.
Entonces A es un operador cerrado si y solo si (AI — .A)D(.A) es un conjunto cerrado , para algin .\ > «

Demostracion.
Supéngase que A es cerrado. Sea A > o'y {fn}n C D(A) una sucesion tal que (Al — A) f,, — h, n — oo, para algin
h e S,ie. he (N —A)D(A). Porla (o, M)-disipatividad de .A tenemos

A

— 21 f = il

H(A]I_A)(fn_fm)uz M

entonces { f,, }, es una sucesioén Cauchy en S, y por lo tanto tiene un limite f € S. Se satisface entonces
Afpy === A)fp, + Afn = —h+ Af, n— 0.

Dado que A es cerrado, f € D(A)y h = (Al — A)f. Entonces (Al — A)D(.A) es cerrado.
Ahora supéngase que (Al — A)D(A) es cerrado en S para algiin A > a. Sea {fp,}, C A, con f,, = fy Afn, — g,
entonces
AN —A)f, = A —g, n— oo.

por lo tanto A\f — g € (Al — A)D(A). Por lo tanto, existe h € D(A), tal que \h — Ah = \f — g. Por la disipatividad de
A se tienen que

A—a
AL = A)(fo = W) = [IA(fn = 1) = Alfu = || 2 =5~ Ifn = R].
Donde la parte del lado izquierdo converge a 0, cuando n — oo. Por lo tanto, f,, — h y entonces f = h € D(A) y
g = Af, lo que demuestra que A es cerrado. O

Lema 6. Sea A : D(A) — S un operador (o, M )-disipativo, lineal y cerrado con D(A) C S un subespacio lineal, y
M >1,a>0. Sea
(A — A) es uno a uno
AMA) =¢ A>a|(Al-ADA) =S8 (2.42)

(AI — A)~! es un operador lineal acotado en S

el conjunto resolvente, i.e. el conjunto de las A’s para las cuales (Al — A) tiene inversa continua, acotada y densa.
Entonces, A\(A) # 0 = A(A) = (a, 00).

Demostracion. Basta con demostrar que A(A) es ambos, abierto y cerrado, en (v, 00). Para demostrar que es abierto, sea
A € A(A) y definamos la bola abierta en (v, 00) con radio ||(AI — A)~!||~1

B ={pe (a00) | |A=pul <||(AL-A)H"}

Demostraremos que B C A\(A). Sea p € B. Entonces si la expansién de Neumann

R= i()\ — )" (A=A s o s,
n=0
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que define un operador lineal y acotado, converge, el operador es invertible ( i.e. como sucede para la serie geométrica en
R). Afirmamos que R = (ul — A)~!, es decir la serie converge. Usemos que

pl— A=X— A+ (u— NI

para demostrar que R(ul — A) = (ul — A)R = Iy por lo tanto y € A(A).
Ahora demostremos que es cerrado en (o, c0). Con esta finalidad, sea {\,}, C A(A), con A\, — A, n — oo, para
algin A € R, A > a. Tenemos que demostrar que A € A\(.A). La demostracion consiste de dos pasos

s :(M[-A)DA) =S
* 2: (A — A) es uno a uno.

Estos pasos implican que para cada g € S existe precisamente un elemento f € D(A) con g = (Al — A) f. Ahora, por la
(o, M )-disipatividad

M
— -1 —
10T - 472l = 1I£1l < 5=

M
[INf— Afll = faHgH-

Debido a que g € S es arbitrario,

_ M
T - 471 < 1=

lo que demuestra que A € A\(A).

Para demostrar el paso 1) arriba. Para cada g € Sy n, podemos definir g, = (AI — A)(\,I — .A)~!g. Entonces'

[lgn = gll = [[(A = A)Rx,g = (An = AR\ gl = [[(A = An)Rx, gl| < [An = All[Ry, ]|

M
< [An *MEHQH —0, n—o0

Por lo que el rango de (A, — .A) es densoen S, i.e.

Ol — A)D(A) = S.

Debido a que (A,I— A)D(A) es cerrado por el Lema 5, tenemos que (Al — A)D(A) = S. El punto 2) se sigue de
inmediato por la («, M )-disipatividad. O

Lema 7. Sea A : D(A) — S un operador («, M)-disipativo, lineal y cerrado con D(A) C S un subespacio lineal, y
M >1,a > 0. Supéngase que D(A) = Sy A(A) = («, 00). Definimos por

Ay =2MAMN - A7 A>a
la aproximacion de Yosida. A) tiene las siguientes propiedades

a) A, es un operador lineal acotado S — S'y

X in An
S t" A%
n!

n=0

es un SFO(S) con generador A).
b) A A, = ALA

o) ||JAf — Axf|| = 0, A = oo paratoda f € D(A).

' Aqui hemos abusado un poco de la notacién Ry, al usarlo para el caso (c, M )-disipativo.
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Demostracién. Para todo A > a 'y sea Ry = (Al — A)~!. En la demostracién del lema anterior vimos que ||Ry|| <
M /(X — «), ademas se tiene que R\R,, = R,,R). Entonces,

(MI—A)Ry =1, enS

RA(AL—-A) =1, enD(A). (2.43)
Demostraremos a), entonces podemos escribir Ay = AAR}, de donde se sigue
Ay=MNRy— A, enS (2.44)
= AR)\A, enD(A), (2.45)
que implica que .4 es acotado con
||6t'A)‘ | < e—t,\ew\?HRAH < et)\QM/()\—a)—t/\. (2.46)

Ademas, paratoda f € S

oo n .
g = £11< S0 LA =0, Lo
n=1

entonces es un SFO(S). De manera andloga se verifica que A es el generador infinitesimal correspondiente.
La demostracion de b) se sigue de (2.44) y de R\R,, = R,R\. Para demostrar c) primero observemos que para toda
f €S, ||1ARxf — fI| = 0, A = oo ya que, usando (2.43), tenemos

M
A—

[IARLAS — f]| = [|IRAAS]| < I|Af|| =0, A— oo paracada f e D(A).

Sea f € Sy {fn}n C D(A) una sucesién que converge a f. Entonces para toda n

. . M

limsup [|ARxf — f|| < limsup | []ARy fro = full + ~——[Ifa = Il + [|fa = £
A—00 A—00 —

El primer término converge a 0, el segundo a M ||f,, — f|| y el tercero a || f,, — f||. Dejando n — oo, obtenemos que tiende

a 0. El inciso c) se sigue de combinar con (2.45). O]

Lema 8. Supdngase que B, C son operadores lineales acotados en S, conmutativos, i.e. BC = CB,y |[e!P]| < 1y
||e!“|| < 1. Entonces
[ f = eS| <tl|Bf = Cfll, paracada feS y t>0

Demostracion. El resultado se sigue de la identidad

t t 00
eth _ 6’th _ / %[esBe(t—s)C]fds _ / esB(B _ C)e(t—s)Cfds _ / esBe(t—s)C(B _ C’)fds
0 0 0

donde en la tltima igualdad se uso la conmutatividad de By C. O

Regresemos a la demostracion de la parte de suficiencia (<=) del Teorema 8 [Hille-Yosida]. La idea es definir un
SFO(S), (P : t > 0) y demostrar que tiene generador A.

Las condiciones (ii), (iii) y Lema 5 implican que A es cerrado y por los argumentos dados en en Lema 6, A\(A) # ()
y AM(A) = (0,00). 1Con la notacién del Lema 7, definamos para cada A > 0 el SFO(S), {e*},. Por (2.46) (con
a=0,M =1),||e“|| <1y porlos Lemas 7 (b) y 8

e f — et fl] < tllAnf — Aufll, VE20yfES.

Por el Lema 7 (b), limy_,, ¢*** existe para toda ¢t > 0 uniformemente en ¢ € [0, 7] para cada T > 0y toda f € D(A).
Definamos P;f = limy_, e f, Vf € D(A). El hecho de que D(A) = S permite definir P; f sobre todo el espacio S
y todat > 0. Usando la identidad

Pipsf — PiPof = Poof — TN f 4 e (0 f — Py f) + (€4 = Py)Pyf
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nos permite concluir que las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se satisfacen y verificar que (P; : t > 0) es un SFO(S)
de contraccién. Falta demostrar que A es el generador de (P; : ¢ > 0), por el Teorema 6 (iii)

t
- f = / SN Ay fds, YfES,t>0,A>0 (2.47)
0

Paracada f € D(A)yt >0
DAV = PoAf = (AN — Af) + (e — P AS

Por Lema 7 c) implica que
e AL — PyAF]| =0, A — o0

uniformemente en s € [0, t]. Consequentemente, (2.47) conlleva a

Ptf—f_/OtPsAfds, VfeDA)yt>0.

Supéngase que (P; : ¢ > 0) tiene generador H, con dominio D(#). Entonces, D(#H) D D(A)y H = A, es decir H es una
extension de A. Por el Teorema 7, Al — H es uno a uno para A > 0. Dado que S = (Al — A)D(A) = (AT — H)D(A),
D(H)\D(A) = () de otra forma contradecimos el hecho de que AT — H es uno a uno. O

2.3.1. Procesos de Feller

En general, la Definicion 17 incluye una gran clase de procesos y estudiar su ley, e.g. mediante el enfoque funcional arriba
mencionado, plantea retos importantes. En lo que sigue del curso, nos enfocaremos en una clase de procesos de Markov
que incluye todos los ejemplos que hemos estudiado y que estudiaremos y que se enmarca en un caso donde el Teorema de
Hille-Yosida funciona. En particular, nos concentraremos en el espacio de Banach Cy(X), es decir el espacio de funciones
continuas que se desvanecen en el infinito (o en d). Para X asumiremos que es un sub-espacio abierto o cerrado de R o
A

Nota: En la Teoria clésica de procesos de Feller, Cy(X) es remplazado por Cp(X), es decir el espacio de funciones
continuas y acotadas. Sin embargo, esta eleccién de espacio de funciones es més adecuada cuando el proceso no tiene
explosiones o escapes al infinito y permanece en una regién acotada. En contraste, C(X), es util en problemas donde
el proceso puede escapar al infinito o donde el infinito actia como un estado absorbente. Con algunas condiciones de
recurrencia, estos espacios funcionales pueden coincidir. Debido a esto, en el estudio de procesos de difusién, el espacio
Co(X) es preferido, ya que los procesos de difusion en espacios no acotados pueden escapar al infinito en tiempo finito o
infinito.

Definicion 21. Decimos que (P; : ¢ > 0) es un semigrupo de Feller si

i) [Propiedad de Feller—continuidad en x € X] f € Cy(X) = P;f € Co(X) paratoda ¢t > 0.

ii) [Continuidad fuerte en t] P, f(x) — f(x),t { Oparacada f € Cp(X)yz € X.

A un proceso de Markov con semigrupo de Feller se le conoce como un Proceso de Feller. Se puede ver que un
semigrupo de Feller es un SFO(Cy(X)) de contraccién, ya que en Cy(X) la convergencia puntual implica continuidad
fuerte.

Ejercicio 18. Sea (P; : t > 0) un semigrupo como en el Ejercicio 17 con X subespacio de R%, d € N. Es un semigrupo
de Feller?

Una propiedad deseable de los procesos de Markov, es que puedan partir el pasado y futuro en tiempos de paro.
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Definicion 22. Un proceso X se dice tiene la propiedad fuerte de Markov si para cada funcién medible y acotada f,
cualquier tiempo de paro ¢ adaptado, cualquier distribucién inicial vy ¢ > 0

LococEr (f(Xott) | Fo) = lreacEx, f(Xe), Pue.s. (2.48)
Noétese que hemos excluido el evento {o = oo}, ya que X; puede no tener limite cuando t — oo.

Lema 9. Sea X un proceso de Feller (X, X')-valuado. Entonces (2.48) se satisface para cualquier medida inicial v y tiempo
de paro o, para el cual existe un subconjunto numerable S C [0, c0) tal que o € S U {o0}.

Ejercicio 19. Demuestra el Lema 9.

Una aplicacién del Teorema de Hille-Yosida establece la conexidn entre el generador infinitesimal correspondiente y
un semigrupo de Feller. El siguiente teorema establece la existencia de una modificacion cadlag

Teorema 9. Sea (P; : t > 0) un semigrupo de Feller entonces, para cada v € Px, existe un proceso (modificacion en
(Q, F)) de Markov fuerte con valores en Xy y distribucion inicial v con trayectorias cadlag .

La idea de la demostracion es aplicar el teorema de regularizacion para submartingalas y después encontrar una clase
grande de funciones continuas de procesos de Feller que resulten en submartingalas para finalmente aplicar el teorema de
regularizacion y obtener el resultado. Ver Teorema 2.7 en el libro de Ethier and Kurtz (1985).

Proposicion 3. Sea A el generador infinitesimal de un proceso de Feller X = (Xy;t > 0). Si f € D(A) y el proceso
tiene medida inicial v, entonces el proceso

M! = F(X)) — F(Xo) - /0 AF(XJ)ds

es una (Ft, P, )-martingala.

Ejercicio 20. Demuestra la Proposicion 3. Hint: usa el Teoremal 6.

Teorema 10. Sea (P; : t > 0) un semigrupo de Feller entonces, con funcion de transicion P;(xz, A) que satisface

1
1%i]r% gpt(a:, B(z,¢e)¢) =0, paracadar € Xye >0 (2.49)
—

Entonces el proceso, X, dado por el Teorema 9, satisface P(X € Cx[0,00)) = 1, donde Cx[0, 00) denota el espacio de
funciones continuas f : [0,00) — X. A este proceso se le conoce como un proceso de Feller continuo o proceso de
difusion.

Para la demostracién ver Proposicién 2.9 (p. 171) en el libro de Ethier and Kurtz (1985).
Si asumimos X = (X;;t > 0) es el proceso resultante del Teorema 10 y, por simplicidad, X C R, la condicién (2.49)
equivale a

1
lim —P[| X - X X, = 2| =
jm [ Xitn t|>e| Xy =2] =0,

con € > 0. Por la desigualdad de Chebyshev tenemos que dicha condicién se satisface si

1
lim *EHXH_}L - Xt’p | Xt = l‘] =0 (250)
h—0 h
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para algtin p > 2. Si esta condicién se satisface, la media y varianza infinitesimales,

1
— lim ~E[Xpn — X | X, =
pla) = lim ~E[Xppp — X | Xy = 2]

1
2 : X X021 X
o (35) hmol h H t+h t| | 3 x]

caracterizan el proceso, es decir su generador infinitesimal esta dado por

——f"(x), feC*(R)

A p(x) se le conoce como el coeficiente de deriva y a o(x) como el coeficiente de difusion. Se puede ver que este
proceso coincide con la solucién de una ecuacién diferencial estocéstica dada por

dXt = [L(Xt)dt + O'(Xt)dBt
donde (By;t > 0) denota un movimiento browniano estdndar, i.e. un proceso Lévy con funcién de transicion (2.34).

Ejercicio 21. Sea X el proceso de Feller inducido por las funciones de transicion (2.16). Cumple con la condicion (2.50)?
Justifica tu respuesta.

Ejercicio 22. Sea X el proceso de Feller inducido por las funciones de transicion (2.41), con QQ = N(u, T), una distribucion
gaussiana en R con p € Ry 7 > 0. Cumple con la condicion (2.50)? Justifica tu respuesta.

Ejercicio 23. En el contexto de la construccion en la Seccion 2.2. Sea 7*(dx) = Ga(z;a,b)dx, es decir una distribucion
Gamma con media a/b, a,b > 0,y fi,(y) = Po(y; ¢x), ¢ > 0.

a) Demuestra que j1,(dz) = Ga(x;y + a,b + ¢)dz y exhibe la forma de la funcion de transicion a un paso (2.29), en
términos de la funcion modificada de Bessel del primer tipo, e.g. 1,(x). Hint: utiliza la expresion en series de esta
dltima.

b) Usando la transformada de Laplace para la distribucion Ga(a, b) y Po(n), encuentra la transformada de Laplace de la
funcién de transicion encontrada en el paso anterior.

¢) Utilizando el inciso anterior y cambiando el pardmetro ¢ por una funcion t — ¢y, demuestra que la ecuacion de
Chapman-Kolmogorov se satisface siy solo si

ot = c>0. (2.51)

Hint: utiliza la forma de esta iiltima en términos de su transformada de Laplace, i.e. como en (2.12).

d) (*) Define la funcion de transicion markoviana Py(x, A) sobre (R4, 0(R.)), como la encontrada en el inciso a) con ¢
remplazado por (2.51). Es su semigrupo asociado de Feller?

e) (*) Encuentra el generador infinitesimal del semigrupo del inciso anterior.

f) Si denotamos por X := (Xy;t > 0) el proceso de Markov regular modulado por la funcion de transicion del inciso
anterior y con distribucion inicial Ga(a,b). Se trata de un proceso de difusion? Encuentra sus coeficientes de deriva y
difusion infinitesimal, i.e. () y o(x).

g) Se trata de un proceso estacionario y reversible? Cual es su distribucion estacionaria?

h) Dada la esta construccion, como simularias una trayectoria de este proceso, en [0,T]?
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TEMA

ESTABILIDAD DE PROCESOS DE MARKOV

Uno de los principales objetos de estudio dentro de la teoria de procesos de Markov, es el de las propiedades y/o condi-
ciones bajo las cuales un proceso dado es “estable” en algtin sentido. Como se mencioné anteriormente, la mayoria de
los procesos usados en la practica, e.g. en teoria de series de tiempo, procesos de difusion unidimensionales, métodos
numéricos en estadistica, exigen o se favorecen de algin aspecto de estabilidad trayectorial.

En el contexto de un proceso de Markov, X, vimos que el término ergodicidad se refiere a algtn tipo de convergencia en
el tiempo a una distribucion estacionaria, la cual resulta independiente del estado inicial del proceso. Asi pues, el término
estabilidad estocdstica se puede entender como la sensibilidad de estas distribuciones ante variaciones de las caracteristicas
locales del proceso.

En la Seccién 2.2 se presentd una metodologia para construir procesos markovianos y reversibles con distribuciones
estacionarias dadas, pero arbitrarias. Sin embargo, en el caso cuando uno comienza con un modelo markoviano sin saber
si es estacionario y/o sin conocer su distribucién estacionaria, surge el cuestionamiento acerca de sus propiedades de
estabilidad.

Como antes, dada una funcién de transicién, P;(z, A), denotamos por

Pif(z) = /Xf(y)Pt(a:,dy), para toda z € X

el operador de transicién y también usaremos la notacién
puP(A) = / Pz, A)p(dz), paratoda A € X. (3.1)
X

Con esta notacién, decimos que una medida, 7, es invariante si TP;(A) = m(A) paratoda A € X. Cuando X es
numerable, la igualdad anterior establece un sistema de ecuaciones, conocido como las ecuaciones de equilibrio.

Intuitivamente, una distribucion estacionaria, 7, para X describe el comportamiento de X, para ¢ grande. En efecto,
supéngase que el proceso X, que comienza en X ~ v, converge en algin sentido, a 7,

tlg]& P,(X; € A) = m,(A).
Nétese que, en principio, dicha distribucién podria depender de la distribucion inicial. Entonces,

m(A) = lim | v(dz)Pi(z,A)

t—oo Jx
= lim Z/(daj)/Pts(x,dy)PS(y,A)
t—oo [x X
:/Xﬂ',,(dy)PS(y, A) =m,Pi(A). (3.2)

Es decir la distribucién estacionaria constituye una medida de probabilidad invariante.

35
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Un concepto de mucha ayuda cuando se estudia la estabilidad de un proceso de Markov es el de la estructura de
comunicacion inducida por P, sobre el espacio de estados (X, X'). En otras palabras, resulta de interés la estructura de
relacion z —> A sobre X x X dada por

x—> A siysolosi P(x,A) >0 paraalgint > 0, (3.3)

cuando esto ocurre se dice que el conjunto A € X es accesible desde x € X. La idea detras de este concepto es entender la
forma en que el conjunto A, es “visitado” por el proceso de Markov regulado por P;(z,-), e.g. si serd visitado o no, que
tan frecuente, etc.

Definicién 23. Dado un proceso de Markov X := (Xy;¢ > 0) con valores en un espacio Polaco (X, X), sean
o
NA = / 1(X; € A)dt, y 74:=inf{t >0;X; € A} (3.4)
0

el tiempo de ocupacion del proceso X en A y el tiempo a la primera visita de X a A. El proceso X se dice

i) 1-irreducible si existe una medida o-finita, v, sobre (X, X') tal que
P(A) >0 = Ez(na)>0, paratoda zeX AeckX. . (3.5)

A la medida ¢ se le identifica como la medida de irreducibilidad del proceso. En particular, una medida 1 se dice de
mdxima irreducibilidad para X si para cualesquiera otra medida irreducible, ¢, se tiene que )(A) = 0 = ¢(A) = 0,
paratoda A € X.

ii) Recurrente si es 1-irreducible y si
P(A) >0 = Ez(ng) =00, paratoda ze€X AecX. (3.6)

SiE,(na) < oo se dice que el proceso es transitorio.

iii) Harris recurrente si es 1-irreducible y si
P(A) >0 = Py(ra<oo)=1 paratoda ze€X AecX. (3.7)

Se puede ver que la condicién (3.7) es equivalente a P, (n4 = oo) = 1y que a su vez implica que el proceso es
recurrente, i.e. E,(n4) = oo.

Que un proceso sea transitorio, i.e. el tiempo total de ocupacién en un conjunto A € X sea finito, significa que existe
un t > 0 para el cual el proceso deja A para nunca regresar. Este ¢ > 0, claramente dependera de la trayectoria del proceso,
w(t). De otra forma, que el proceso sea recurrente, se traduce a que el conjunto A € X’ se visita una y otra vez. Claramente
es de interés identificar los conjuntos para los cuales una trayectoria es transitoria o recurrente.

Se puede ver que si un proceso es Harris recurrente, entonces existe una tinica medida invariante 7. Si dicha medida es
finita, i.e. se puede convertir en una medida de probabilidad via normalizacién, entonces se dice que el proceso es positivo
recurrente. En otro caso se dice que X es un proceso recurrente nulo o transitorio.

Un proceso w-irreducible, X, se dice que tiene periodo d si X se puede particionar en conjuntos disjuntos de y-medida
cero, Dy,...,Dy4 € X tal que

P(xz,Diy1) =1, VzxeD;,i=0,....d—1 y P(x,D1)=1 paraz € Dy.

En particular, X se dice periddico si d > 2y aperiddico si d = 1.
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CADENAS DE MARKOV

Debido a su importancia histérica y su impacto en aplicaciones, es de particular interés enfocarse en procesos de Markov
con espacio de estados X numerable o finito, es decir, el caso de cadenas de Markov. Para enfatizar dicha naturaleza del
espacio de estados utilizaremos la notacion X = S C Ny. Desde un punto de vista matematico la teoria de cadenas de
Markov es ambas, simple y compleja, ya que por un lado permite captar los conceptos esenciales de procesos estocdsticos
mientras por otro su profundo entendimiento requiere de técnicas sofisticadas. Parte del material que aqui presentamos es
tomado de Stroock (2005). Veamos primero el caso de una cadena de Markov a tiempo discreto, i.e. T C Z. Es decir nos
concentraremos en el proceso estocéstico X := {X,, : n € T'} con valores en (S, S). Asi pues, usaremos la notacién

i =P(Xpp1=j| Xp=1i), i,j€S
para referirnos a la probabilidad de transicién a un paso del estado 7 al estado j al tiempo n. En el caso homogéneo en el
tiempo, i.e. independiente de la posicién n, utilizaremos la notacién simplificada
Pij = P?jl

para referirnos a la probabilidad de transicion a un paso. Para cadenas de Markov resulta de ayuda expresar estas proba-
bilidades en forma de matrices, i.e. P = {p;; }; jes. En dicho contexto se habla de una matriz estocdstica si

*pij >0,i,7€S

* D jesPij =1, paratodoi €S
De manera andloga, en el contexto de espacio de estados discreto, podemos usar la notacién v = {v; };cs para referirnos

al vector distribucion inicial. Asi pues, las distribuciones finito dimensionales (en el caso homogéneo en el tiempo) se
pueden escribir como

P(XO = Z.Oa Xl = ila oo >Xn = ZTL) = Uiopio,i]_pil,ig te pin,l,in'

Para simplificar su futura referencia, abreviaremos por CMg (v, P) a la cadena de Markov homogénea en el tiempo (dis-
creto), con distribucidn inicial v, matriz de transicion P y valores en S.

Proposicion 4. Sea X una CMg(v, P). Entonces para toda n, m > 0
(i) P(Xp = j) = (VP");
(ii) P(Xp = j | Xo = 1) = P(Xpsm = | Xn = i) = pi’

donde
(WP); = wipij,  (P*)i = pijPjk

= jes
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Demostracion: Para (i) basta notar que

P(X,=4) = > - Y, P(Xo=io,...,Xpn1=in1,Xn=j) @.1)

0ES in_1€S

= D D ViePiirPivia " Pinorg = (WP, (4.2)

0ES in—1€S

(ii) Por la propiedad de Markov, condicional al evento {X,, = i}, {X;4n,n = 0,1,...} es Markov modulado por
CMs(d;, P), entonces basta tomar v = §; en (i), es decir el vector que asigna masa uno al estado 7 € S.

La propiedad (i) se puede interpretar como que la (pre) multiplicacién de un vector renglén por P. Usaremos la notacion
(P™)ij == Pij Y (v); := v; cuando se quiera hacer mas énfasis desde un punto de vista matricial. En este sentido si f es
una funcién no negativa y acotada, denotamos por f su aplicacion vectorial, i.e. (f); = f({i}). Entonces,

* B (f) = vf=Yies F{ip)v({i})
« E(f(Xn) [ Xo = i) = (P"f);
* E(f(Xn)) = vPf,
Una forma adecuada de medir la longitud de vectores, e.g. p, cuando estos representan medidas, es mediante
Il =3 los
1€S
lo que corresponde a la norma de variacion total. Nétese que bajo esta norma se tiene que |[pP||, < [|p]|, lo que es

. . 1/2 .
diferente que la norma euclideana, e.g. 9 = ) 2)1/ . Cuando #S < oo, estas normas son comparables mediante
q g lp ies Pi p
llpll2 < llpll, £ V#S||pl|2. Asimismo, cuando un vector (columna) representa una funcion, la manera apropiada de
medir su longitud es mediante su norma uniforme

[If[ly = sup [f({5 )],
jES

ya que ||pef|[, < ||wel], lIf]],> para una medida p en S, y por lo tanto ||Pf||, < ||f]],.

Ejemplo 8. Sea X := {X;}n=0,1,... una CMyq 1)(v, P). El caso completamente parametrizado en este caso puede ser
representado por
p_ ' l-p p ‘
g 1l-gq
(n) _

Una de las primeras preguntas que surgen es ;qué sucede después de n-pasos? Por la homogeneidad en el tiempo p; ;=

P(Xptm = j | Xon = i), entonces usando Chapman-Kolmogorov, i.e. P! = PP, obtenemos

n+1 n+1 n n
Poo . Poi | | Poo POy ‘ l-p p |
n+1 n+1 n n —
p§0+ ) P§1Jr ) Pgo) Pg1) 4 1=q

lo que implica
1
poo " = (1—p)pli) +aply

Ahora, como se tiene que pé%) + pgf) = 1 se obtiene la relacion de recurrencia

oo =1 —p—qpyy +a. Py =1

Notese que, en general, para resolver la relacion de recurrencia no-homogénea

Tptl = ATy + b
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primero buscamos la solucion constante, entonces tenemos © = ax + b, lo que para a # 1, conlleva a x = b/(1 — a).
Ahora, si definimos la ecuacion en diferencias homogénea y, = x, — b/(1 — a) que resuelve y,+1 = ayy,, entonces
Yn = a"yo y por lo tanto la solucion general cuando a # 1 esta dada por

Tn =Ad" +b/(1—a),
para A constante. Esto implica que
(n) q n (0)
Poo = —— +A0—qg—p)" py =1
0 = 5y ( ) 00
Ahora, como © q
=1=— 4+ A7
Poo P+q
tenemos que, A =p/(q+p)y

o™ = e+l —p—q" paraqg+p>0
00 1 paraq+p=20

Ahora si |1 —p — q| < 1 tal que lim,, (1 — p — q¢)™ — 0. Tenemos que, en general (excluyendo los casos cuando
p=q=0yp=q=1)

9 _DpP_

lim Pn — q+p q+p
n—00 9 _P_
q+p  q+p

Entonces, la distribucion limite para esta cadena esta dada por

_‘q p
a4 P

q+p q+p
Se puede checar fdcilmente que esta también constituye una distribucion (vector) invariante, es decir satisface wP = .

Ejercicio 24. Sea {Z, },—1,.. una sucesion de variables aleatorias iid con valores en Z, S un espacio numerable y finito
Y fn S XZ — S, funciones medibles. Considérese la sucesion de variables aleatorias X = { Xy }n—01,.. definidas
mediante la relacion de recurrencia

Xn+1 - fn—i—l(Xnu Zn—H) (43)

donde X es una variable aleatoria S-valuada independente de {Zy, }n—1,.. Demuestra que
i) X define una cadena de Markov.

ii) Cualquier matriz de transicion P sobre S tiene una representacion como (4.3).

Al igual que en el caso general de procesos de Markov, el estudio de los aspectos (i)-(iii) [cf. 7] ocupan una parte
considerable en la literatura de cadenas de Markov. Con referencia a (ii) y (iii), digase la construccién, caracterizacion
y estudio de sus propiedades de estabilidad, la metodologia de la Seccién 2.2 funciona de igual manera para el caso de
cadenas de Markov reversibles y estacionarias, basta con escoger la distribucion estacionaria con soporte en S.

Ejercicio 25. Sea Y1,Y3, Y5, . .. una sucesion de variables aleatorias iid tal que

1
P<Y2k+1 - —1) - P(Y2k+1 - 1) - 57 ]{7 - 07 1727 . e

y define Yo, = Yo _1Yop 1 parak =1,2,. ..
a) Demuestra que Yo,Yy, ... tiene la misma distribucion que Y1,Ys, . ..

b) Demuestra que que Y1,Ys,Y3, ... son independientes a pares.
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c) Usando el inciso de arriba deduce que
. . 1 .
(P")ij =P(Ymgn =7 | Ym=1) = 3 Vnyi,j==+1

d) ¢ Se satisfacen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov ?

e) ¢ Se satisface la propiedad de Markov ?

Ejemplo 9. Supongamos que se quiere construir una cadena de Markov X = { X, }°° ;| con distribucion estacionaria dada
por ™ (x) = Po(x; ), es decir un proceso que toma valores en S = Ny. Para este fin, y siguiendo la construccion de la
Seccion 2.2 supongamos que

fiz(y) = Bin(y;2,§), 0<&<1

Entonces una simple aplicacion del Teorema de Bayes conlleva a

2 — A1 =9 e M1-0)
My( ) —(x —y)! I

es decir la distribucion correspondiente a la variable aleatoria Poisson desplazada por y, i.e. y+ Po(A(1—=¢)). Siguiendo
con la construccion del proceso, las probabilidades a un paso estdn definidas como

[y,00) (33‘),

Py = Y ty(i)ii(y)
=0

_ M 67/\(175)]1[%00) (4) <;> (1 — f)i*y Lo, (y)

= U-w

Yy

[t

_ M Z+J)\Jllz 10" €N (4.4)
i — )G — )y

Si utilizamos la definicion de la funcion hipergeométrica generallzada dada por

¢Fp(n;d; 2) := Zk' q_

donde (2), = T'(z + a)/T'(a), entonces las probabilidades de transicion (4.4) se pueden re-expresar como

) ; . £
ii = Po(j; AM(1 — 1-8)'9Fg | =1, —j; ————— 4.
pis = Po(ji AL — £)) ( §)20< e @5)
donde, como antes, Po(x; \) denota la densidad de masa de una distribucion Poisson. Entonces, con X1 ~ Po()), X es
una CMy, (Po(X), P), con la la posicion {i, j} de P dada por (4.5).

Ejercicio 26. Demostrar que la CMy,(Po()), P) del Ejemplo 9 tiene la representacion
Xpt1 =80 X, +eny1, n=12... (4.6)

con e, ~ Po(A(1 — €)) independientes de (X,,)n=12,..y £ o X el operador de adelgazamiento binomial, i.e. dado X,
se tiene que £ o X ~ Bin(X, §).

Claramente las probabilidades de transicién dadas por (4.5) quedan todas caracterizadas por dos pardmetros, A > 0y
0 < ¢ < 1. En general, la construccién de una CMg(v, P), completamente parametrizada requeriria un nimero grande (o
infinito si #S = oo) de parametros en P, lo cual resulta poco manejable.

Por construccion (cf. Ejercicio 9) sabemos que Po(z; A) es una medida invariante para X en el Ejemplo 9. Sin embargo,
dicha observacion no resulta evidente de las probabilidades de transicion (4.5), e.g. (podrias obtener una expresion para la
transicién a n pasos como en el Ejercicio 8?, para entonces obtener la medida limite y verificar que sea la invariante.

En algunas ocasiones la representacién candnica del Ejercicio 24 surge de manera todavia mds natural que la del
Ejercicio 26. Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 10 (Caminata aleatoria discreta). Sea . una medida de probabilidad concentrada en un conjunto a lo mds
numerable de S. Si p;j = ju(j—1), la CMg(v, P) resultante se conoce como caminata aleatoria con distribucion de salto 1.
Si ju se concentra en vecinos de cero dentro de la reticula S, e.g. {—1,1} cuando S = Z 0 {(1,0), (0,1), (—1,0),(0,—1)}
cuando S = 72, hablamos de una caminata aleatoria simple. Esta serd simétrica si a cada vecino se le asigna la
misma probabilidad. En particular, para el caso de una caminata aleatoria simple y simétrica en Z, se tiene que p;; =
%(51-_1( j)+ %5¢+1( J), i,j € Z. Entonces, una representacion del tipo (4.3) esta dada por

Xn = Xn—l + Zn

con Zy ~ Ber{_ljl}(%) y donde Ber;_; 11(p) denota una distribucion Bernoulli soportada en {—1, 1} con probabilidad
de éxito p. Claramente, en este caso se puede escribir

Xn = XO + Sn
donde Sy, =1 | Zn.

Ejercicio 27. Exhibe la forma explicita de p;; en el caso de una caminata aleatoria simple y simétrica en 7% y obtén una
representacion del tipo (4.3). Encuentra las probabilidad de transicion en n-pasos. Se trata de una Martingala?

Ejemplo 11 (Cadena de nacimiento y muerte a tiempo discreto). Sea X una CMy, (v, P), con

pij = Pidit1(J) + qidi—1(j) + (1 — pi — Gi)0:(j), 4.7

donde p;,q; > 0y p; + q; < 1. A p; se le identifica como la tasa de nacimiento y a ¢; como la tasa de muerte. Para
asegurar a cero como condicion de frontera, usualmente se requiere que qo = 0y pg > 0. Notese que en este ultimo caso
se tendria que pgy < 1.

Un caso particular es el caso simple de un modelo de colas, es decir donde X,, representa el numero de personas en
una fila esperando por algiin servicio. Asumimos que las personas llegan (nacen!) con una tasa A\, i.e. p; = \, para toda
1 € Ng. Si hay un sdlo servidor que atiende personas a tasa . (mueren!) entonces tenemos q; = i, para toda i € Ny
excepto en el caso qo = 0. Si hay k > 1 servidores y cada uno atiende con tasa |1 entonces

@i = i 810,k (1) + kg Oj,00) (7)-

Claramente repetir el procedimiento del Ejemplo 8 en casos donde la carnalidad de S sea finita pero grande puede
resultar engorroso. Afortunadamente, teoria elemental de matrices nos permite calcular potencias de P de una manera mas
elegante. Por ejemplo si tenemos una CMy; 5 33 (4, P) con

1 1

;2 !
"=z 9%

0 5 3

Para encontrar P", diagonalizamos P. Calculemos los valores propios de P escribiendo su polinomio caracteristico 0 =
det(AI — P). Entonces

1
)\_15 _% 01
)\]I— P - —§ | —51
Entonces

1 b\ _1 1 _1 0
det()\]l — P) = <>\ — ) det 1 21 + *det % 1

2 -3 A — 5 2 -3 A — 5

1



42 TEMA 4. CADENAS DE MARKOV

Entonces P tiene tres distintos valores propios

Entonces P es diagonalizable (lo cual en este caso era ya claro pues P es simétrica). Nétese que 1 es siempre un valor
caracteristico para P ya que, paran = (1,...,1)T, se tiene Py = 7, pues P es estocdstica. Ahora encontremos los vectores
caracteristicos correspondientes, 1, v2, 3 con Pv; = A;v;. Lo que se puede hacer resolviendo simultdneamente el sistema
de ecuaciones (P — A\;I)v; = 0. En ejemplo, la matriz U con los vectores caracteristicos como columnas estd dada por

11 1
U=|1 0 -2
1 -1 1
Entonces U~'PU = A
A 0 O
A= 0 X 0
0 0 As
y por lo tanto P2 = UAUTIUAU~! = UA?U-ly
A0 0
P*=U| 0 A\ 0 |UL
0 0 A}
Para el ejemplo se tiene
1 2 2 2
U= g3 0 -3
1 -2 1

Asf pues si quisiéramos calcular P[X3 = 2 | X = 1], solo hay que identificar la entrada correspondiente en la matriz P3,
que en este caso resulta

P? =

W= 00l 0olw
Q| [ Colw
0] 0] W[

Si quisiéramos la probabilidad P[X3 = 2], entonces necesitariamos una distribucion inicial, e.g. © = (1,0,0) la cadena
comienza en X = 1, y usando (i) de la Proposicién 4, P(X3 = 2) = (uP3)y = 3/8.

Dado que, A; = 1 siempre es un valor caracteristico para P, traza(P) = >, A; y det(P) = []; A\; también podriamos
proceder observando que 1 + A2 + A3 = 1 lo que implica que A2 = —A3, y por ApA3 = —1/4 y por lo tanto Ao = 1/2y
A3 = —1/2. Entonces la matriz es diagonalizable y por lo tanto existen matrices, {W;}f\;l, en el caso donde #S = NN, con

N

P" = ;)\?Wi.

Notese, que esto se sabe sin la necesidad de diagonalizar. En nuestro ejemplo tenemos que

W1 +Wo +W; =P =1
1 1

Wi+ =Wy — -W3 =P

1+2 2= 5Ws

1 1
Wi + ~W, + ~ W3 = P?
1-1-4 2+4 3
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lo que resolviendo las ecuaciones simultdneas matriciales se reduce a

111 19 _1 1 1
3 3 3 | 2 2 | 8 3 6
_ |1 1 1 12 1
11 1 1 9 1 1 1
3 3 3 2 2 6 3 6
Entonces podemos obtener, por ejemplo
1 1 /1\" 1 n\"
P(X, =2 | Xo=0)=(P")go = — = (= i
(=21 %= 0= =3 -3 (5) +5(3)

Ejercicio 28. Encuentra los valores de W;, i = 1,2,3 y deduce (4.8).

Ejercicio 29. Sea X := {X,,},—0,1,... una CM{17273}(1/, P) con

P=

Ok O
— N =
ORIk O

Deduce una formula matricial para P™.

Ejercicio 30. Usando el enfoque de diagonalizacion, 6 el alternativo usando propiedades de que, A1 = 1 siempre es un
valor caracteristico para P, traza(P) = >, A\; y det(P) = [[,; \i, obtén una forma para P" en el caso del Ejemplo 8.
/ Qué ocurre con la distribucion limite cuandop = q =17
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4.1. Método via funciones generadoras

Este método es de particular interés cuando se quiere encontrar las probabilidades de transicién a n pasos para solamente
algunos estados i, j € S, en vez de toda la matriz P". Nétese que andlogo a la serie geométrica, i.e. 1 4+ 2z + 22 +--- =
(1—2z)~! paratoda |z| < 1, se tiene que para una matriz cuadrada y finita A, I+A+A%+- .- = (I-A) 7, silim,, oo A" =0
y (I — A) es invertible. Este es el caso si todo los valores propios de A tienen modulo < 1. Una matriz estocdstica no
cumple con esto ya que siempre tenemos que un valor propio es igual a uno. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado

Lema 10. Si P es la matriz de transicion de una CMg (v, P), con S finito entonces todos sus valores propios tienen modulo
menor o igual a uno.

Entonces podemos usar la expansién en series de P para toda || < 1. La idea es usar la expansion de (I — OP)~!
como una serie de potencias en 6, alrededor de § = 0 y encontrar P™ comparando los coeficientes de 6™.

Ejemplo 12. Sea X := { Xy, }n=0,1,... una CMyy 5 33(v, P) con P como en el Ejercicio 29. Recordemos que la inversa de la
matriz A esta dada por

B —1)i+s
(A )y = ( det)A det Mj; (4.9)
donde M;; es la matriz A con la renglon j y la columna i removidas.
Entonces 9
I-0 P)af =

(1-0)(1+30)

Para expander esto en series de potencias en 0 podemos usar fracciones parciales

6 _a . b
(1-0)(1+10) 1-0 " (1+1p)

entonces 0 = a(1+ 36) + b(1 — 6). Usando para § = 1 resulta en a = 2/3 y para 0 = 0 se obtiene que b = —2/3.
Entonces

2 3
(1—6P)) = 2(1—9)—1 —2(1— (=0/2)) ' = 2 (1+6+6°+ )—§<1—§+i—98+)

w\w

donde para la iltima expansion usamos la serie geométrica. Ahora se pueden comparar los coeficientes con los prove-
nientes de la serie de potencias matricial,

( 9P 01 = Z@n Pn 01 Z@npm

y obtener, para todan € N,

n 2 2 1\"
P[Xn_1|X0_0]_P(()1)_3—3<—2>

(n)

Ejercicio 31. En el contexto del Ejemplo 12, y utilizando el método via funciones generadoras, encuentra py,’ .

4.2. Estabilidad de cadenas de Markov a tiempo discreto

Utilizando un notacién andloga a la usada en la Definicién 23, denotaremos por

[e.9]

nii= Y UXn=1i), y 7:=inf{n>0;X, =i}, (4.10)
n=0

El tiempo que el proceso gasta en el estado ¢ y el tiempo de primer regreso a i, respectivamente.
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Asimismo, en un sentido andlogo a (3.3), decimos que los estados i, 7 € S se comunican (¢ <— j) si son accesibles
entre ellos, i.e. ¢+ — jy j — 4. Entonces, <— satisface las condiciones de una relacién de equivalencia en S,
particionando este dltimo en clases de comunicacion. Se dice que una clase, C, es cerrada si i € C, i — j implica
j € C. Entonces, una clase cerrada es aquella de la que no se puede escapar. Un estado i € S se dice absorbente si {i}
forma una clase cerrada. Si existen clases cerradas {C} } ¢y, la restriccion de P a cada C}, es markoviana, ademas si cada
una tiene como medida invariante 7, entonces cualquier combinacion lineal ), cJ CkTk €s una medida invariante sobre S.
Claramente si cada |||, = 1, entonces se habla de distribuciones invariantes.

Por lo tanto, cualquier resultado de unicidad de medidas (o distribuciones) invariantes excluye este tipo de situacién.
Esto exige que S constituya una sola clase de comunicacion, es decir que la matriz de transicién P sea irreducible. En el
contexto de (3.5) se requiere que, para todo ¢, j € S,

Eiln;] =) Pi(Xn =4) >0
n=0

lo que se satisface si, para todo i, j € S, existe algin n := n;; > 1, tal que pi; > 0.

Ejercicio 32. Sea X una CMg(v, P) con P dada por (4.7), es decir una caminata aleatoria en S. Demuestra que P, y por
lo tanto X, es irreducible

e enS = Ny siysolo sip;,q+1 > 0paratodai>0yqgy=0.

eenS ={0,1,....,T}, conT € {1,2,...} siysolosip; > 0,i € {0,...,T — 1}, pr = qo = 0y ¢; > 0 para
ie{l,...,T}

e enS = Zsiy solo sip;,q; >0, para todo i € Z.

Al igual que en el caso de espacio de estados general y a tiempo continuo, usando la estructura de comunicacién que
induce P se pueden estudiar las propiedades de recurrencia y transitividad de una cadena de Markov. De manera natural
cuando P es irreducible sobre un espacio finito S, tiene sentido pensar que la distribucion inicial tiende a olvidarse, i.e.
vP" se vuelve independiente de v para n suficientemente grande. Esto significa que, vP™ = (vP"~"")P™ es casi vP™,
para m grande y por el criterio de convergencia de Cauchy, m# = lim,,_,o ¥P" existe. Claramente, si este es el caso
7 = lim,,_,oo VP = lim,, 00 (¥P™)P = 7P, como en (3.2). Es decir, 7 es el vector caracteristico con valor propio 1.

Aunque, la existencia de una distribucién invariante toma una forma mas intuitiva en el caso de S finito, hay situaciones
en las que la existencia de una unica distribucion invariante se extiende al caso de S infinito. El siguiente teorema establece
una condicion bajo la cual dicha existencia de 7 se da.

Teorema 11 (Doblin 1). Sea P una matriz de transiciones sobre S, con la propiedad de que, para algiin estado jo € S
ye >0, pij, > € paratodai € S. Entonces P tiene un vector estacionario vinico T, T, = € Y para toda distribucion
inicial v,

[|lvP" — 7|, <2(1—¢)", n>0

Digamos, todos los valores caracteristicos de P diferentes de 1 tienen valor absoluto dominado por (1 — €).

Condicion 1 (Condicion de Doblin). Existe un estado que se puede accesar desde cualquier otro con una tasa uniforme-
mente rdpida.

Demostracion. Si p € RS es un vector renglén t.q. ||p||y < oo entonces

P = D D @iPly | =D 1D 0P | =D (p)i

JES JES €S €S JES JES
d(p)i=0 = [IpP"lv < (1—)"llpllv, paran > 1. (4.11)
€S

Donde, este dltimo resultado basta checarlo para n = 1, y por un argumento de induccioén, verificar que
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< SIPU(PY; — i),

i€S

y por lo tanto

loPlle < > (Z [(p)il(P)ij — 65j,jo))

JES \i€eS

= Z |(p)il Z((P)z] — €055
i€S Jes

= (1 =9llpl-

Ahora, si p es un vector de probabilidad y definimos p,, = puP™. Entonces pt,, = pn—nP™ and Y . o((n—m)i —
(p)i) = 0, y por lo tanto

b — mllv < (1 =€) |[tn—m — p]lv < 2(1 — €)™, I<m<n

Entonces, {p,, }2° ; es Cauchy convergente, y entonces existe 7 tal que ||, — ||y —0.
Por lo tanto 7 = lim,, o uP™ ! = lim,, oo (uP™)P = 7P (que es de probabilidad pues ., lo es) y entonces 7 es

estacionario. En particular,
(m)jo = D _(m)i(P)ijo > €> _(m)i=e
i€S €S
Finalmente, si v es un vector de probabilidad, entonces

[WP™ —=fly = [|[(v = m)P™[|, <2(1 - €)™,

lo que prueba la afirmacién y la unicidad de 7r como el tinico vector estacionario para P. O
Si #S < oo entonces el espectro (el complemento del conjunto resolvente (2.42) en el contexto general de operadores
visto en la Seccion 2.3) de una matriz de transiciones irreducible, P, se constituye de los valores caracteristicos y se
puede aplicar el Teorema de Perron-Frobenius para asegurar la existencia de una Unica medida invariante, p positiva. Sin
embargo, dicho enfoque no podria predecir que dicha distribucidn invariante tuviese entradas no-negativas como sucede
con el Teorema de Doblin.
Como una extensién del Teorema 11 se tiene que para cualesquiera M > 1y e > 0

supinf(PM);; > e = [|[vP" — ||, < 2(1 —¢)l3r]  (Doblin 2) (4.12)
j (2

para todo vector de probabilidad v y vector estacionario dnico 7. Esto, ya que si 7 denota la distribucién estacionaria de
PM | que existe por el Teorema 11, entonces para cualquier vector de probabilidad g, m € Ny0 <r < M

P ], = [P~ P < 201 ="

De donde se sigue el resultado, con la unicidad de 7+ dada como en el Teorema 11. Aunque la condicién de Doblin no exige
que S sea finito, esta rara vez se cumple para S infinito. Inclusive, podria no satisfacerse para #S < co. Por ejemplo, si X
es una CMyy 91(v, P) con
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se tiene que la cadena va de un estado a otro en un paso, sin embargo (P");; = 0sii = jynesimpar6sii # jyn
es par y por lo tanto no se cumple la condicién de Doblin (4.12) ni su conclusion. En efecto, se puede checar que aunque
(1/2,1/2) es el tnico vector estacionario para P

oo (3:)

Obviamente el problema aqui es que S estd constituido por mds de una clase de comunicacién, (P™)1; > 0 sélo si n es par.
A pesar de esto, es razonable pensar que esta cadena se estabiliza en algtn sentido.

Definamos A,, := 1 zn L P™ como la matriz de transicién que mide el promedio de tiempo que la cadena gasta en
ciertos estados. Es dec1r por

= 1,paratodan > 0
Vv

li (Xm =7 | Xo=1) = [ Z J) | Xo =1,

se entiende como el valor esperado que la cadena gasta en j durante [0, n — 1], dado que fue accesado desde i. Usando esta
matriz de promedios en vez de P en el ejemplo anterior, vemos que para cualquier vector de probabilidad g

11
A= (505
e (3:2)

lo cual claramente se ““estabiliza” en el sentido de la norma de variacion total.

3
3\>—‘

1
<—, para n=>1

— )

n

Teorema 12 (Doblin 3). Supongamos que P es una matriz de transicion sobre S. Si para algim M € N, jo € Sy e > 0,
(An)ijo > € para toda i € S, entonces existe un tinico vector estacionario 7 para P, con (m)j, > €,y
M-1

H/“LATI_FHVS ne ’

para cualquier vector de probabilidad pu.

Demostracion. Sea 7 el Gnico vector estacionario, garantizado por (D6blin 2) para Aj,. Entonces, debido a que cualquier
vector p que es estacionario para P es estacionario para Ay, es claro que 7 es el tinico candidato para P-estacionariedad.
Observemos que

(wP)Apr = (wAp )P = 7P

Por lo tanto, 7wP es estacionaria para A,y y por lo tanto, por unicidad, igual a 7. Es decir w = wP. Ahora, observemos que
para cualquier vector de probabilidad g

3

Hll’AnAm - ﬂAnHv = (NAnPk - HAn)

(]

S

0 v

B
'—‘H

IN

H,uA P* — LA,

1's
m
k=

v

yparacadak > 0

S|

1 n—1 n+k—1 n—1
HAGPY = Ay = 5 (WP — ') = ( > wP' - ZuPl>
=0 =k =0
y por lo tanto ||pA,P* — pA, || < 2.
Entonces
9 m—1

mn
k=0

[|tARAR — NAnHv < k=

(4.13)
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Ahora, supongamos que (Ajs)ij, > € para toda 7, y sea 7r el tinico vector estacionario para P. Entonces, 7 el tinico vector
estacionario para A,; y por (4.11) aplicado a Ay

A AN — ||, = [[(BAL — m)Apl], < (1 =€) [[uAn — =],
que en conjuncién con (4.13) resulta en

A, — 7THV < ||[uAn — l"AnAMHv + | |AR AN — 7THV
M—-1
n

< + (1= [[pAn ==,

De donde se sigue el resultado. O
Entonces, bajo ciertas condiciones, uP™ o pA,,, convergen y el limite, 7, satisface @ = @wP y es dnico. Ahora si
recordamos que ||uf||, < [|p]], ||f]|,. entonces

supinf(PM);; > € = ||P"f — =f||, < 2(1 — e)37]||£]|,
j 1

y
. M—-1
sqpu}f(AM)ij > e = ||Af — wf||y < — I1£]|u (4.14)
j
cuando f es acotado. Entonces, si X denota la CMg(v, P) y denotamos por
1 n—1
7= =3 1(X = ) (4.15)
n m=0

(n)]

el tiempo promedio de ocupacion en j antes de n, se tiene que (VA,,); = ]E[f]j
el Teorema 12, cuando vélido, implica que

, con v la distribucion inicial. Asi pues,

lim E[7\"] = (r);.

n—0o0

Una pregunta que surge de inmediato es si esta convergencia ocurre de una forma mds fuerte, e.g. en un sentido casi seguro,
. _(n . . . .
es decir nj(- ) (7);. En este sentido se tiene el siguiente resultado.

Teorema 13 (Teorema ergddico). Bajo las mismas hipotesis del Teorema 12 (Doblin 3)

supE [(" — ())?] < 22D

paratoda n>1
jeS ne

Mads generalmente, para cualquier funcion acotada f sobre Syn > 1

n—1 2
: (; S f) _T,f> < 200 = DI
m=0

ne

Demostracion. Sea f un vector columna determinado por la funcién f = f — «f. Dado que

1 n—1 1 n—1 B
E f(Xm)_Trf_EZf(Xm)
m=0 m=0

y por lo tanto

— =0 } =0
9 B ~ 1 n—l_
= =3 > f(Xk)f(Xl)_ﬁ J(Xk)
0<k<l<n k=0
< 2 XA (4.16)

0<k<l<n
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Entonces,
1 n—1 2 9 n—1 '_ n—k—1 ~

E <n Z f(Xm) — "f> < ) E | f(Xk) f(Xk+l)]

m=0 k=0 L =0

9 n—1 B ~ n—k—1

= 5D E|f(Xy) <P’f>xk]

k=0 L =0

n—1

Pero, por (4.14), ||A,_if||u < ﬁﬂmu, y dado que ||f||, < [|f]l.

- - M —1)]|[f|[2

(n— WE[FX0) (B, ] < ML= DI

Que sustituyendo arriba obtenemos el segundo enunciado del teorema, el primero se reduce a f = 1y;, en cuyo caso

Il < 1. O
Adicional a los tiempos de primer regreso a un estado dado (4.10), cuando se estudia las propiedades de recurrencia de

una cadena, es de utilidad considerar el tiempo del m-ésimo regreso a j dado por

(m)  _

P; = o0 si (m—1)

B (m—1)

:= oo or X # j paran > p;

p§m) = inf{n > p(-m_l) : Xn =17} e.0.C.
con pgp) := 0. En esta notacion se dice que el estado j es recurrente si Pj(pg-l) < 00) = 1 6 transitorio si no. Como
veremos cuando j es recurrente las trayectorias del proceso se forman por épocas cortadas por los regresos a j. Claramente,
pj = pg-l), denota el tiempo de la primera llegada a j.

Notese que p; > 1y paran > 1

Lno0)(P5) = Frj(Xos -, X)

donde
. v 1 sigy#Fjforl <m<n
F, (i, ... ip) == { 0 coc
lo que muestra que el evento {p; > n} es una funcién medible de (Xo,...,X,) y por lo tanto un tiempo de paro.

Igualmente, debido a que
n—1
+1
Lo (0" ) = L (0"™) + 3 Ly (0™ Pt (Xis -, X,
=1
entonces para cada m,n € Ny, { pgm) > n} es una funciéon medible de (Xo, ..., X,), y por lo tanto un también tiempos

de paro.

Teorema 14 (Recurrencia 1). Para todam € Ny yi,7 € S
(o™ < oo | Xo =) = B(p; < 00| Xo = i) P(p; < 00 | Xp = )™

En particular, si j es recurrente, entonces ]P’(pg-m) < o0 | Xo = j) = 1 para toda m € Ny. De hecho, si j es recurrente,

entonces, condicional a Xy = j, {p§m) — pg.m ) im > 1} es una sucesion de v.a.’s iid con la misma distribucion que p;.
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Demostracion.

B(py™ < oo | Xo=i) = Y P(p{" " =n, p" < 00| Xo=1i)

n=1

o
=5 lim E[1—FN,j(Xn,...,XnJFN),pgm—l) —n | Xo—i

o N—o0

o

. . —1 .

= lim E[1— Fy;(Xo,...,Xn) | Xo ZJ]P(Pg-m ' =n|Xo=1)

1 N—o0

o0
=" lim P(p; < N | Xo =PV =n| Xo=1)
—1 N—o0

P(p; < o0 | Xo=jP(p\" ) <o Xg=i)=...=

P(pj < oo | Xo =) P(pj < oo | Xo=j)"".
Ahora, observemos que

P(p§m+l) >n+nm | Xo ZJ}PS-U = nl,...,pg.m) = Nyp)

= E[Fn,j(Xnm> s 7Xnm+n) ’ Xo = jnog'l) =ni,... 7p§m) = nm}
= E[Fn,j(Xo, ooy Xn) \ Xo = j]
=P(p; >n| Xo =) 4.17)

Por lo tanto

P(p{™ <oco|Xo=j)=1. O

Entonces, debido a que

P(p"™ < oo | Xo=j) ifi=]

P(p" ™ < oo | Xo=1) ifi#j

IP’(nj>m|X0:i):

Con 7; el tiempo total de ocupacion en j como definido en (4.10).
Por lo tanto del Teorema 14 se sigue que

]P)(pj<OO|X0:i)

Eln; | Xo =1] = 6;; + - (4.18)
| X0 ==+ 3, < oo Xo = g)

Eln;| Xo=jl=00 < P(nj=00| Xo=j)=1 (jrecurrente) (4.19)
Eln; | Xo=j] <oo < P(n; <oo| Xg=j)=1 ( transitorio) (4.20)

En particular, bajo las condiciones del Teorema 12 (Doblin 3), sabemos que
(A”)jojo - (ﬂ)jo >0,

y por lo tanto

E[njo | Xo = JO] = Z:O(Pm)jojo = nh_?;on (An)jojo = 0

Esto decir, las condiciones Teorema 12 (Do6blin 3) implican que jg es recurrente. Recordando el concepto de accecibilidad
(3.3), que en el contexto de cadenas se traduce a decir que ¢ — j si (P™);; > 0 para algiin n > 0, se puede decir mucho
mds. Notemos primero que si ¢ — j entonces ¢ = j 6 P;(p; < 00) > 0.
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Teorema 15. Supongamos que inf;(Any)ij, > € para algiin M > 1, jo € S, y € > 0. Entonces j es recurrente si 'y solo si
jo — j. Mas aiin, si jo — j, entonces E[p? | Xo = j] < oo para toda p € (0,00).

Con el resultado anterior una pregunta que surge es como identificar la distribucién estacionaria.

Lema 11. Bajo las condiciones del Teorema 12 (D&blin 3) se tiene que

1
sup supinf(Ar)i; > 0= () = ——————
M>1jes i2f(Aars (m); Elp; | Xo = j
donde
1
————— := (0 si j es transitiorio
Elp; [ Xo = Jjl

Demostracion. La idea de la demostracion es que por un lado se tiene que
E [ﬁ§n) | Xo = J} = (An)j; = (m);

y por el otro

™) 1 . m
Xo=j=1;" =~ Z 1(Xz=]):W
P 1=0 Pj
Entonces, como pg-m)
numeros conlleva a

es la suma de m copias independientes de p;, 1o anterior combinado con el la ley débil de los grandes

T mmoe [ Elp; | Xo = j]
Para llevar a cabo este procedimiento, demostraremos un resultado mas fuerte, e.g.

1
P( L _(-n):—X =3 =1 4.21
(nggonf E[Pj’Xo—j]‘ 0 ]> (2D

y en particular, dado que 0 < 7" < 1, el teorema de convergencia dominada dice que

(m); = Jim (&) = lim B |5 | Xo = 1) = e

se sigue de (4.21). Entonces, tinicamente necesitamos probar (4.21). Sean jo, M, e > 0, tal que (Aps);j, > € para toda i.

Si jo - j, entonces, por el Teorema 15, j es transitorio y P(n; < oo | Xo = j) = 1. Por lo tanto, condicional a

Xo = 7, ﬁ§") < %773‘ — 0 con probabilidad 1. Similarmente, debido a que j es transitorio, P(p; = oo | Xo = j) > Oy

Si jo — j. Entonces, por Teorema 15, E[p; | Xy = j] < ooy, condicional a Xo = j, {pg.m) — p§m—1)} son iid con
distribucion igual a la de p;. En particular, por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros(LFGN) se tiene

plm)
P(lim < :rj|X0:j> =1
m—oo M
donde r; = E[p; | X¢ = j]. Por otro lado, para cualquier m > 1

(m) (m)
_(n) -1 _(n) _(p; ) _(p; ) -1
‘773' -7y !SW —njj H“’?jj -7y |
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y
(m)
_(n)  (p;"") (m)
) (™) | U P | (5™
(m) (m)
< o=l 32‘1——7"” b,
n n n n
Debido a que pgm) >m,
_(p\™) —1 1 Pg‘m)
’ i ! i | S 7 n - Tj
J
Entonces,
(m)
2 1 j
il (e DA
J

Finalmente si hacemos m,, = [n/r;] obtenemos

(mn)
2 3 |P
\ﬁ.")_r.—lyg——f—— J —7j| =0 cuandon — oo
J J n o r;| mn

lo que implica que, con probabilidad 1, el tiempo promedio que una trayectoria de la cadena gasta en cada estado tiende a
la probabilidad que la distribucién estacionaria le asigna en ese estado. O

Ejercicio 33. Supongamos que P es una matriz de transicion sobre un conjunto finito S y que P es doblemente estocdstica,
i.e. sus columnas también suman 1. Bajo la condicion de que todo estado es accesible desde cualquier otro, muestra que

Elp; | Xo=jl=#S, paracadaj e S
donde pj :=inf{n > 0: X, = j}.

Con esta notacion, si E[p; | Xo = i] < oo se dice que 7 es un estado recurrente positivo. En este contexto, el periodo
del estado i esta dado por d(i) := gcd{n > 0: (P");; > 0}. Si d(i) = 1, entonces se dice que 7 es aperiddico.

Ejercicio 34. Supdngase que j es un estado recurrente positivo, y sea C := {i : i <> j}. Dado un vector de probabilidad
u con la propiedad que Z#c(l‘)i = 0. Demuestra que en general (uA,,); — (7); y, cuando j es aperiédico, (uP™); —
(m); para cada i € C. Recuerda que A,, := % E?;ol P™.

Ejercicio 35. Sea i un estado recurrente y, para k € S sea . el niimero esperado de veces que la cadena visita el estado
k antes de regresar al estado i dado que la cadena comenzo en el estado 1, i.e.

i—1
pr = E; pz ]I(Xm = k)] € [Oa OO]
m=0
Define el vector renglon p por (@) = pug.
a) Demuestra que, para toda j € S,
pi
(BP); =Ei | > I(Xy, = j)] = K.
m=1

Entonces, sin la necesidad de suposiciones adicionales acerca de i, p es P-invariante, i.e. p = puP.
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b) Claramente se tiene que j1; = 1y > j j = 00 a menos de que el estado i sea recurrente positivo. Sin embargo,
demuestra que si i < j entonces j1; = 0y que si i <+ j, pt; € (0,00). Hint: Demuestra que Pi(pgm) < pi) =
Pj(p; < pi)™ 'Pilp; < pi).

c) Si el estado 1 es recurrente positivo, demuestra que

_ M C
o= =7
Zkﬂkz

con C una clase de estados recurrentes positivos. Equivalentemente, cuando i es recurrente positivo,
pi—1 _
j =
Eilpi]

En palabras, (7¢)

regresar a i.

j = es la cantidad esperada relativa de tiempo que la cadena gasta en el estado j antes de

Ejercicio 36. Sea X una CMyq ;. (v, P) con las entradas de P dadas por
Pij = Pidit1(J) + qidi—1(j) + 7:0i(4), (4.22)
conpi+qi+ri=1yq =pn=0.

a) Sipo =0, pr,qr > 0 con pr, + qr < 1. ;Como se clasifican los estados de este proceso? ;Cudntas clases de
comunicacion hay? ;Qué ocurre si el proceso llega al estado 0? ;Se puede decir que la cadena es aperiddica?

b) Contesta las preguntas del inciso anterior cuando r, = 0 para toda k.

¢) Sea p una funcion sobre Sy ri, pr, qr > 0, tal que (p)o =1y

k
Pi—1
() = , 1<k<n.

Si
u

B ZkeS 1225

demuestra que la cadena es reversible y estacionaria con respecto a Tr.

™
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4.3. Cadenas de Markov a tiempo continuo

Ahora analicemos el caso de una Cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados S numerable, parte del
material aqui lo tomaremos de Norris (1998). Al igual que en el caso general y el caso de CMg(v, P), aqui también
podemos aplicar la construccién de la Seccién 2.2

Ejemplo 13 (Continuacién Ejemplo 9). En el Ejemplo 9 vimos como construir una CMy, (7%, P), X = {X,,}°°,, con
distribucion invariante 7 (x) = Po(x; \) mediante la construccion de la Seccion 2.2. Para esto suponiamos que la
dependencia estaba inducta por
fiz(y) = Bin(y; 2,§), 0<&<1
lo cual, después de aplicar Bayes, nos daba
A(1 =&)Y
py () = [((x—i])' e ML o) (),
es decir la distribucion correspondiente a la variable aleatoria Poisson desplazada por y, i.e. y + Po(A(1 —&)). Con esto
encontrdbamos que las entradas de la matriz de transicion P estaban dadas por (4.5).

Al igual que el mecanismo utilizado para construir la funciones de transicion a tiempo continuo, e.g. (2.16) y (2.41),
en este caso también podemos substituir & por una funcion continua t — &, con 0 < & < 1 para todat > 0, y encontrar
la forma de esta que satisfacen Chapman-Kolmogorov. Una vez mds las probabilidades de transicion son mds manejable
via su transformada de Laplace.

Recordemos que si Z ~ Po(\) entonces Lz(¢) = X~V y 5i Z ~ Bin(N, p) entonces Lz(¢) = (1 — p + pe®)V.
Con esto se tiene inmediatamente que la marginal de Y, en la construccion del Ejemplo 9, es Po(\). Esto debido a que

Ly (6) = E{EL™ | X]} = E[(1 - €+ £%)¥] = Lx(log ) = M) = (e~

donde 1) se usé temporalmente para expresar (1 — & + £e®).
De la misma manera se puede ver que

Ly|x=z(0) = (1 =&+ vy Lxy—y(¢) = ¥ M 1=6)(e=1)
y por lo tanto
Ly, xo=i(®) = E[Lx,y(®) ] Xo=1]
6A(1_§t)<e¢_1>£Y|X0:z‘(¢)
— HM-8)(e-D (1-¢&+ Ete‘z’)i, para toda 1 € Ny (4.23)
Ahora en términos de las transformadas las ecuacion de Chapman-Kolmogorov se satisfacen si'y solo si
ELx,,.x,(0) | Xo=1i] = Lx,, |xo=i(¢) (4.24)

Ejercicio 37. Verifica que & = e=t, con o > 0 es la tinica solucion a (4.24).

Asi pues, la construccion de la Seccion 2.2 conlleva a la cadena de Markov (X;)¢>0 con probabilidades de transicion
dadas por (4.5) (con & sustituida por e~ y x1 = j), es decir

—at
— :, —at —atyi S e
Py (1) = P (L= ) (1 = e~) o (i~ (1= ) @25)
donde p;j(t) := P(X; = j | Xo = ©). Por construccion tenemos una cadena de Markov con distribucion estacionaria

Po(A) y Po(X)-reversible. Al igual que en el caso a tiempo discreto, se tiene la representacion
Xy =e “oXg+e, con g ~PoAl—e)) (4.26)

con g independiente de (X¢)i>0y £ © X el operador de adelgazamiento binomial.
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Ejercicio 38. Dado una eleccion de tiempos t1, . .., t,, has un programa (en el lenguaje de programacion de tu preferen-
cia), que simule la cadena de Markov a tiempo continuo dada por (4.26). Explora para varios valores de (a, \) y grdfica
tus resultados.

Ejercicio 39. (Punto extra en la tarea) Dada una de las realizaciones del Ejercicio 38, e.g. =" := (Ttyy ooy T,
realiza un programa que estime los pardmetros (o, \). Por ejemplo, puedes maximizar numéricamente la verosimilitud
inducida por (4.25) y X, ~ Po()).

De manera andloga al caso de procesos de Markov con espacio de estados generales, en el caso a tiempo continuo
hablar de la transicién de un estado a otro “en t pasos ” no tiene sentido, i.e. ;Cudl es la unidad de tiempo?, Claramente
se requiere de una caracteristica infinitesimal que describa la “ intensidad de transicion ”, es decir

d
T —pi;(t) o (4.27)

dij =
Para esto, serd necesario introducir el concepto de las matrices Q.

Definicién 24. Sea S un conjunto numerable. Una matriz Q sobre S, es una matriz Q = {¢;;} := (g5 : i,j € S) tal que
sus entradas satisfacen

(i) 0 < —qy; < oo para toda i
(i) qs; > 0 para toda i # j
(ii1) Zjes qi; = 0 para toda ¢

Entonces, en cada renglén se puede escoger los elementos fuera de la diagonal como entradas no-negativas sujetos a la
restriccion de que q; = ) j#i dij < 00, CON Qg = —dj, cantidad que toma una caricter especial en el estudio de cadenas
de Markov a tiempo continuo. Claramente los elementos de la diagonal de Q son no-positivos y la suma sus renglones son
cero.

Bajo el supuesto de regularidad que impone un semigrupo normal (2.6), i.e.
lim pi; (1) = 0, (4.28)

que en contexto matricial equivale a P(0) = I, se puede ver que la matriz de transicion P(t) := {p;;(t)}i jes es diferen-
ciable, en particular se tienen sus derivadas por la derecha.

Teorema 16. Sea {P(t)}:>0 el semigrupo de transicion sobre S.

a) Para cualquier estado 1,

existe y satisface
pii(t) > e~

b) Siq; < oo, entonces para cualquier (i,7) € S?, i # 7,

gij = lim ——— € [0, 00)

pi;j (h)
h
existe y Zj dij < 0.

c) Siparaalgiini € S, q; <0y Zj dij = 0, entonces p;j(t) es continua y diferenciable en t, para ese iy todo j € S,
y satisface la ecuacion backward de Kolmogorov.

pm Z qikPr; (t (4.29)
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Demostracién: Para todat > 0y toda n > 1, tenemos P(t) = [P(L)]" y, dado que (4.28) se satisface, existe € > 0 1.q.
pii(h) > 0 para toda h € |0, €]. Por lo tanto, para toda i € S

o2 ()]

Para n suficientemente grande, % € [0, €], por lo tanto p;; (%) > 0y pii (t) > 0, ademds podemos definir
fi(t) :== —log pii(t)

Esta es una funcion real, no-negativa, tal que limy, o f;(h) = 0. De forma equivalente vemos que (usando la prop. de
semigrupo) pii(t + s) > pii(t)pii(s) y por lo tanto f; es subaditiva, i.e.

filt +5) < fi(t) + fi(s) Vs, t € Ry

Entonces )
t
i = lim ——= )
9 = lim == € [0, o]
y por lo tanto
L—pu(h) .. 1—e Ll f(n)
| =1 =q;
Mo h no  fi(h) B O
debido a que
L—pi(h) _ 1= B" fi(h) _ fi(h)
h fi(h) h = h
yVYh>0
1 —pii(h)
<aq;
h >q

Entonces a) queda demostrado.

Para la segunda igualdad, sean i # j. Debido a que p;;(t) y pj;j(t) tienden a 1 cuando t — 0, para cualquier c € (%, 1)
36 > 0tq. parat € [0,6], pii(t) > cypjj(t) > c. Sean > 0unenteroy h > 0tq. 0 < nh < . Denotemos por
{Xn}n>0 la CM a tiempo discreto definida por X,, = X (nh), con matriz de transicion P(h). Una forma de ir de Xy = i
aX,=jesirde Xo=1aX,=1tr=0,...,n—1, sinpasar por j y entoncesirde X, =i1a X,4+1 =jyde X,11 =17
aX, =]

Las trayectorias correspondientes a valores distintos de r son diferentes, pero no son exhaustivas dentro de todas las
posibilidades que hay de ir de Xg = 1 a X,, = j, entonces

n—1

pij(nh) > ZR‘ (MZHX # 51Xe = 1) pij(WP(Xn = § | X1 = §).
r=0

Los pardmetros 0,n y h son tales que P(X,, = j | X,4+1 = j) > c. También
P (M {Xi # 4}, Xr = 1)
=Pi(X, =) = > P (NESHX0 # ) Xe = ) P(X =i | Xi = )

k<r

>e— (1= > P (MEHX AL Xk =j) 2 e—(1-c) =2c—1 (4.30)

k<r

donde observamos que para i # j,

P(X, =i| Xp=j)+P(X, =j| X =j) <1
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y por lo tanto
PX,=i|Xp=j)<1-P(X,=j|Xp=j)<1-c
Entonces
p”(nh) Z C(2C — l)np”(h)
Ahora, seat < 6y h < §, y tomemos n como la parte entera de t/h. De la desigualdad anterior obtenemos
pij(h) 1 pi(nh)
h  ~ ¢(2c—1) nh

y debido a que limy, o nh = t, vemos que limy, | p”(”h) - ( )

mﬂm< 1 py(®)

lim su < 00
hl0 P h — 0(20 — 1) t
y dado que c se puede escoger arbitrariamente cercano a 1, tenemos
(h (¢
lim sup L() < liminf L() < 00
hl0 t}0 t
pw (h)

lo que implica la existencia y finites de limy, o . Para (c), notemos que por CK

pzy t + 5 Z pzk pk,j

entonces

n¢+s Pi Pik(s) — Pik(0
i ( i ( Z GikPr; (t Z [l()sl() — dik | Prj(t)
k
donde cada término en la suma tiende a 0 cuando s | O por las partes (a) y (b). Por lo tanto, necesitamos controlar las
colas de la suma. Sea T C S finito que contiene a i, y ndtese que

> Pr;(t <Zp2k +) qu=s" ll—ZPik(S)]—Zqik%—2Zqik

k¢T kgT kgT keT keT keT

Pik(s)

— Qik

cuando s | 0. El limite se puede hacer arbitrariamente pequerio, haciendo T grande, ya que ", q;;, = 0. Entonces

Pir(s) — pir(0
k

cuando s | 0. Entonces la derivada por la derecha existe y coincide con (4.29). Para ver que la derivada por los dos
lados existe es suficiente notar que el lado derecho de (4.29) es continuo en t y dado que para cualquier funcion de
transicion |p;;(t) — pij(s)| < 1 —pii(|t — s|), y como una funcion continua con derivada continua es derivable se sigue el
resultado. ]

A la matrix Q definida con g;; como en el teorema anterior se le conoce como el generador infinitesimal de la cadena
de Markov a tiempo continuo. De forma mds compacta, se puede escribir

P(h) —P(0
o — i P(1) = PO
h10 h
es decir la derivada derecha en 0 de la funcién matricial ¢t — P(¢).
Ejercicio 40. (Punto extra en la tarea). Demostrar que para el ejemplo con probabilidades de transicion dadas por
(4.25), el generador infinitesimal esta dado por

—a(i+)), j=i
0 - —limyp 2D =i ] an, j=i+1
“ limy o pt(’]) 1#£ ] ia, J=1—1
0, e.0.c,
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Teorema 17 (Caso #S < 00). Sea Q una matriz sobre un espacio finito S y definamos P(t) = €!Q. Entonces P(t) satisface
la siguientes propiedades:

(i) Propiedad de semigrupo: P(t + s) = P(t)P(s) para toda t, s

(ii) (P(t) : t > 0) es la uinica solucion a la ecuacion forward de Kolmogorov

d

PO =P(MQ,  PO)=T

(iii) (P(t) :t > 0) es la iinica solucion a la ecuacion backward de Kolmogorov

d

SP=QP@),  PO)=T

() P =e

Demostracion: Para cada t, s, tQ y sQ conmutan entonces la propiedad (i) se sigue de inmediato. Ahora,

(iv) Parak =0,1,2,...

D=y le P(1)Q = QP(1).

i (k-

por lo tanto satisface las ecuaciones backward y forward. Mas aun si diferenciamos término a término se obtiene (iv). Por
otro lado si M(¢) satisface la ec. forward entonces

d _ d —t d _,
E(M(t)e 9 = (dtM(t)> e+ M(t) (dte Q)
= M®H)Qe "+ M(t)(—-Q)e™ @

entonces M(t)e *Q es constante (=I) entonces M(t) = e *Q® = P(t). Un argumento analogo se sigue para la ecuacién
backward.

Teorema 18. Una matriz Q sobre un espacio finito S es una matriz Q sii P(t) = €' es una matriz estocdstica para toda
t>0.

Demostracion: Cuando t | 0 tenemos
P(t) =1+1Q+ O(%)

Entonces q;; > 0 para ¢ # j sii p;;(t) > 0 for all 4, j y ¢ > 0 suficientemente pequefio. Debido a que P(t) = P(t/n)"
para toda n, se sigue que q;; > 0 para i # j ssi p;;(t) > 0 para toda 7, j y toda t > 0. Si los renglones de Q suman cero
entonces los renglones de Q"™ también

Zqzk = Z qub_l)%’k = qub_l) quk: =0
k€S keS jes j€S k€S

Entonces

2_pii(t) —1+Z >l

€S n=1 " jeS

Por otro lado, si ) ;¢ pi;(t) = 1 paratoda ¢ > 0, entonces

d
Z qij = E‘t:o Z pi; (t)

JjeSs JES
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4.3.1. Relacion con la medida estacionaria

Otra propiedad importante que se deriva directamente del generador infinitesimal Q es su relacién con la distribucién
estacionaria. Esto es si 7 es una distribucion estacionaria para el semigrupo de transicién P(¢) entonces

ﬂ-Q:ﬂ-P<tt>_ﬁ:0

De la misma forma si wQ = 0 para alguna distribucién 7 entonces

202
7rP(t):wetQ:ﬂ(I—i—tQ—l—T?—&—...):ﬂ'

Entonces 7 es una distribucion estacionaria para P(t).

4.3.2. Posibles comportamientos trayectoriales
Recordemos que el supuesto de continuidad por la derecha conlleva a que para toda w € Q y ¢ > 0 existe € > 0 tal que
Xs(w) = Xi(w), para t<s<t+e

Es decir, cada trayectoria de un proceso continuo por la derecha permanece constante por un tiempo antes de hacer una
transicion a otro estado. Existen, al menos tres posibilidades para las trayectorias:

 Un nimero infinito de brincos, pero finito en [0, ¢]
* Un ndmero finito de brincos, y entonces queda atrapado en alguin estado para siempre

* Un ndmero infinito de brincos en un intervalo finito. En este caso, después de un tiempo de explosion (, el proceso
puede comenzar de nuevo y explotar y explotar (posiblemente un nimero infinito de veces) 6 solo vuelve a explotar
un ndmero finito de veces (incluyendo O veces).

Ver pdg. 68-70 de Norris (1998).

Tiempos de brincos

Denotaremos mediante Jy, Ji, . . . los tiempos de brincos de (X})¢>0, con
Jo =0, Jpt1 =inf{t > J, : Xy # X;,} paran=0,1,...

donde inf () = oo, y por
o _f Tn=du iy <o
" 00 €.0.C.

los tiempos de espera o tiempos de ocupacion. La continuidad por la derecha implica que S, > 0 para toda n. Si
Jn41 = o0 para algin n, X := X, . El (primer) tiempo de explosion ( esta dado por

¢ :=supJ, :isn

n=1

Diremos que la cadena no explota si el proceso es honesto, es decir P(¢ = 0o) = 1, en este caso ) ;. p;x(t) = 1 para toda
t > 0 (pensando en la cadena sobre S). Se dice que la Q es explosiva si, para la cadena de Markov asociada

Pi(( <oo) >0 paraalgin i€ S.

De otra forma Q es no-explosiva.



60 TEMA 4. CADENAS DE MARKOV

Al proceso a tiempo discreto (Y,)n>0 definido por Y,, := X, se le denomina el proceso de brincos asociado a
(X¢)e>0- Este proceso consiste simplemente de los valores que toma (X;);>0 hasta el momento de explosion (los estados
visitados).

Por el momento, no consideraremos que ocurre después de una explosion. Por lo tanto serd conveniente considerar un
espacio de estados aumentado S™ = S U {oo} y considerar el proceso

Xt Slt<€
mo__
X _{oo sit>¢

Al proceso X{" se le conoce como proceso minimal.

Lema 12. Sea S, Exp(An) y 0 < A\, < oo para toda n.

@) Si Z — < oo, entonces P (Z Sn < oo)
oo 1 (o.)
(i) Si Z = oo, entonces P <Z Sp = oo)

n=1"" n=1

1

Ejercicio 41. Demostrar el Lema 12.

Lema 13. Sea S un conjunto numerable y {7} }res variables aleatorias iid con distribucién Exp(gx) con 0 < ¢ :=
Y kes @k < 0o. Sea T' = infy, T. Entonces este infimo se alcanza en un tnico valor aleatorio K con prob. 1. Més aun, T
y K son independientes, con T' ~ Exp(q) y la distribucién de K esta dada por

P(K =k) ==

Demostracion: Fijemos K = k si T}, < T; para toda j # k, de otra forma K se no es propia. Entonces

P(K=kT>t) = P(Tp>tyT;>T,Vj#k)

= / qre” *P(T; > sVj # k)ds
t

o0
N / qre qks e D%ds
¢ ﬁék

= / qre” Pds = Bk o—qt
t q

Entonces P(K = k para algink) = 1y 7'y K son independientes con la distribucién establecida por el enunciado.
Lema 14. Si S ~ Exp(\) y R ~ Exp(u) independientes. Entonces para t > 0, tenemos

pP(S<t<S+R)= NP(R<t<R+S)

Demostracion.:

uP(S <t< S+ R) / / Ape e H drds = )\u/ se~rt=9)gg
t—s

de donde la igualdad se cumple por simetria.
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4.3.3. La construccién de cadenas de Markov via la matriz de brincos y tiempos de espera

La matriz Q define una matriz estocdstica conocida como la matriz de brincos J := (J;; : i,j € S), definida por
. Qj/qi sij#iyqi#0
v 0 sij#1yqi =0

Jr = 0 squéO
“T11 sigp=0

Ejercicio 42. Demuestra que J es una matriz estocdstica.

Un proceso minimal continuo por la derecha (X;);>o es una cadena de Markov con distribucién inicial ;¢ y matriz
generadora Q si su cadena de brincos (Y},),>0 es una cadena de Markov a tiempo discreto modulada por CMs(, J) y si
para cada n > 1, condicional a F_;, sus tiempos de espera S1, . . ., S, son exponenciales independientes con paridmetros
q(Yo), .. .,q(Y,—1) respectivamente [con q(x) = g, ]. Para simplificar, diremos que (X3)¢>0 es una CMs(u, Q), y que a
su vez puede ser construida como sigue:

Sean T; ™S Exp(1), independientes de (Y;,)n>0 Yy

n

A, = z:q(YT)’lTi7 7, :=inf{n : A, >t}
r=0

Entonces X; := Y (1), es decir
o
Xe = T, 4,01
n=0

que equivalentemente significa que X; = Y), si A,, <t < A, 41 para algin n y co e.o.c.

Teorema 19. Sea (X;)¢>0 con matriz generadora Q y distribucion inicial y. Entonces (X¢):>0 no explota si cualquiera
de las siguientes condiciones se satisface

(i) S es finito
(ii) sup;es ¢ < 00
(iii) Xo =1, y i es un estado recurrente para la cadena de brincos.

Ejercicio 43. Demostrar Teorema 19.

Ejercicio 44. Sea {X; : t > 0} una la cadena de Markov a tiempo continuo con distribucion inicial m = Po(\) y
probabilidades de transicion (4.25), o equivalentemente con generador infinitesimal dado por el Ejercicio 40. Describe la
matriz de brincos asociada. Cudl es la distribucion de los tiempos de brincos y los tiempos de espera?
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4.3.4. Otra construccion

iid

Comenzamos en el estado inicial Xy = Y{ con distribucién inicial p y {Tg}@l, jes ~ Exp(1). Ahora de manera inductiva

paran =0,1,2,...si Y, =i sea

5731-&-1 = TrJL+1/CIiJ‘v para j # i
Spi1 =inf S .,
Yl = J SiSZ+1:Sn+1<OO
nt ) si Sn+1 =0

Entonces, condicional a Y,, = ¢, las variables aleatorias SfL 41 son ind. Exp(g;;), y por Lema 13, S, 1 son exponenciales
con parametro ¢;, Y, tiene distribucién {J;; : j € S}, y Sp41y Yn41 son independientes, e independientes también de
{Yi}? oy {Si}I . Esta construccién explica el porque la matriz Q recibe la interpretacion

* ¢; la tasa con la que se deja el estado ¢
* ¢; la tasa con la que se va del estado i al estado j.

Teorema 20. Sea (X:):>0 con matriz generadora Q 'y C, su tiempo de explosion. Para un estado inicial i € S, sea
z; = E;(e7%), 0 > 0. Entonces z := (z; : i € S) satisface

(i) |zi| < 1paratodai €S
(ii) Qz = 0z
Demostracion: Ver Teorema 2.7.2. en Norris (1998)
Corolario 4. Para 0 > 0 las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Q no es explosiva
b) Qz=0zy|z| < 1, para toda i, = z = 0.
Demostracion: Ver Corolario 2.7.3. en Norris (1998)

Ejercicio 45 (Proceso Poisson). Supdngase que tenemos una cadena de Markov a tiempo continuo, X = (X);>0 con

X[) = Oy
A A 0 O
0O =X X 0 -
Q=10 0 -x x o0
0O --- 0
Demuestra que P[X; = n| = e”‘t% paran =0,1,2,...

Ejercicio 46 (Modelo M/M/1). Supdngase que la cadena de Markov X = (X)¢>0 representa el niimero de personas
haciendo fila al tiempo t para ser atendidas por un solo servidor (incluyendo aquellas que estdn siendo servidas). Ademds,
supongase que individuos llegan a la fila de acuerdo a un proceso Poisson con tasa A y que cada persona requiere un
tiempo servicio independiente, exponencialmente distribuido con tasa 1/ . Verifica que

—A A 0 0
po —(A+p) A 0
Q=] o [ —(A+p) A
0 0 ‘

Ejercicio 47. (Optativo). Lectura de las secciones 3.2 a 3.8 del libro Norris (1998). Estas secciones, presentan algunos
conceptos ya vistos de forma mds general, sin embargo pueden ayudar a resolver los ejercicios optativos (52) abajo.
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4.3.5. Operaciones usando el resolvente

Si en vez de operar con P(t) = e® operamos con su resolvente
RAN=M-Q7% A>0

donde claramente la inversa de (A — Q) se puede calcular para los valores de A que no son valores propios de Q, i.e. la
inversa no existe si y solo si det(A\l — Q) = 0.

Ahora si R(\) = (Al — Q)~! existe, entonces podemos recuperar P(¢) invirtiendo la transformada de Laplace. Nétese
que el resolvente tiene la siguiente interpretacion: Sea A ~ Exp(\) una alarma independiente de la cadena { X }4>¢. Si
nos preguntamos ;Cudl es el estado de la cadena cuando dicha alarma suena?, entonces tenemos

Pi(XA = j) = / Pi(Xt = j,A & (t,t + dt)) = / pij)\e_/\tdt = )\I’ij()\),
0 0

donde r;;(\) denota la ij-ésima entrada de R(\). Con la finalidad de ilustrar el tipo de calculos que podemos hacer con el
resolvente consideremos el siguiente ejercicio.

Nota 6. Para el resolvente usamos la notacion usual de la transformada de Laplace, ver (2.38).

Ejemplo 14. Sea X una CM 4 g (1, Q) con

-3 1 2
Q=] 0 -2 2
2 1 -3

i) CalculaP4[X; = A]
ii) Calcula Pc[X; = B
iii) Calcula Po[ X1 = B] con T ~ Exp(4).

Para resolver (i), notemos que para paa corresponde un r4(\) como la entrada correspondiente de R(\) = (Al —
Q)_l. Entonces

A+3 -1 =2
M-Q=| 0 A+2 -2
—2 -1 X+3

con det(A\l — Q) = AM(A + 3)(A + 5). Ahora de (4.9) tenemos que la inversa en la entrada “AA ” esta dada por

det| A2 2 ‘
-1 A+3 A2+ 5)+4
et ]I — -1 et et .
raa(d) = (AL= Q)4 det(\ — Q) A +3) (A +5)

Para invertir la transformada de Laplace usamos fracciones parciales, i.e. resolver
M 45X +4=aA+3)(A+5)+ BAN+5) + AN+ 3)

lo cual resulta en oo = 4/15 (con A =0),  =1/3 (con A = —=3)y v = 2/5 (con A = —5). Por lo tanto

150 3(A+3)  5(A+5)

raa(N)
Ahora, recordemos que la inversa de la transformada de Laplace de 1/(\ + B3) es e =P, por lo que

4 1 —3t 2 —rt
)= — + - e,
Paa(t) = 5+ 3¢ 7 + 5¢
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Notese que podemos verificar que paA(0) = 1.
De manera andloga para resolver (ii) tenemos que

—det

A+3 —1 ’

-2 -1

1
resN) = TS0 ) 3

1
A A+3

1 1 _
Pc[Xt = B] = pCB(t) = g — ge St.

lo que invirtiendo la transformada conlleva a

Ahora, si quisiéramos calcular la probabilidad de que la cadena se encuentre en un estado dado después de que un tiempo
independiente T' ~ Exp(4) a transcurrido, basta con evaluar el resolvente, pues tenemos la interpretacion arriba sefialada.

Por ejemplo, podemos verificar que pca(T) = 4/21, pcp(T) = 1/7y pcc(T) = 2/3.

Otra de las utilidades que se le puede dar al operador resolvente es para la densidad de la variable aleatoria que
representa el tiempo de primera llegada a al estado j. Especificamente, si como antes, denotamos por

y definimos

Fl] (t) P; (p] < t)
la probabilidad de que la cadena toque el estado j, por primera vez, antes de ¢ > 0, entonces tenemos la funcién matricial

F(t) = (Fi;(t) : 4,5 € S,t >0)
conF(0) =Ty
t t
Fij(t) = / fij(s)ds = / Pi(pj € ds).
0 0

La matriz f(t) = (f;;(t);t > 0) y P(t) se relacionan mediante
t
pu(t) = Pi(X = ) = Pi(X = d.py <0 = [ BilXe = jipy € )

t t
= /0 Pi(p; € ds)Pj(Xe—s = j) = /O fij(s)pjj(t — s)ds
= fij + pj;(t)

donde * denota el operador convolucién entre dos funciones. Asi pues, la transformada de Laplace para la densidad de
f;;(t) esta dada por

rij(A)
rii(A)’

En el contexto del Ejemplo 14, podriamos contestar preguntas del tipo

fij(\) = for i,7€S y A>0. (4.31)

Pc(pa <t) =Fcalt /fCA

encontrando primero la transformada de Laplace fc A de foa,usando roa y 7 a4,

2(\ +2) 2 4

fea(n) = A2+ 5\ +4 3()\+1)+3(/\+4)
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donde la dltima igualdad se sigue por fracciones parciales. Invirtiendo la transformada de Laplace, obtenemos

2 4
foa(t) = ge_t + ge_4t, t>0

e integrando resulta en

2 1
PC(pA < t) =1- §€_t — §€_4t.

Como en el casé del resolvente, la transformadad de Laplace (4.31) admite también una interpretacion probabilistica directa
como
fii(\) =Pi(p; < A), para i,5€S,A>0 y A~Exp()).

lo que se puede calcular sin necesidad de invertir la transformada de Laplace. Por ejemplo, si U ~ Exp(u = 2.5)

o} _rpolp) 2
PB(PC < U) —fBC’(N) - TCC(N) - M+2

que es igual a 4/9 cuando p = 2.5.
De manera andloga al caso de cadenas de Markov a tiempo discreto, si suponemos que nuestra cadena a tiempo continuo
(X¢)e>0 es no-explosiva, i.e. Q es no-explosiva y 7 resuelve

Z(‘rr)iq,-j =0, (mw); >0 paratodo je€S vy Z(Tr)Z =1

€S i€S
entonces
tllglo pij(t) = (mw);, paratodo i€ S
y sin;(t fo = j)ds denota el tiempo de ocupacion en el estado j antes de ¢, tenemos
tl_}OO ?bt(t) = (m); con probabilidad uno.

De la misma manera sim = (m; : ¢ € S), con m; > 0 es simetrizable, i.e. satisface las ecuaciones de balance detallado
m;d;; = M;d;;, para toda 4,5 €S.
con M := ), g m; < oo entonces
(™) =%
™) = —
M
define una tnica distribucién invariante.

Ejercicio 48. Sea X una cadena de Markov a tiempo continuo con S = N y matriz generadora Q como en el Ejercicio 46.
Encuentra para que valores de p y X existe la distribucion invariante w y exhibe su forma en dichos casos.

Ejercicio 49 (Proceso de nacimiento puro). Supdngase que tenemos una cadena de Markov a tiempo continuo, X =
(Xt)tZO con X() =1 y
A A 0 0
0 —2x 2x 0
Q=0 0 -3\ 3\ 0

0 .- 0
Demuestra que P1[X; = n] = e (1 — e )"~ usando el método via el operador resolvente.

Ejercicio 50. Sea (X;):>0 una cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2, 3} y matriz infinitesimal

-4 2 2
Q= 1 -3 2
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a) EncuentraP(X; =2 | Xo=1).

b) Si p3 es la primera vez que la cadena entra al estado 3, encuentra Po(p3 < t). Hint. Puedes usar la solucion al
problema anterior.

¢) SeaT ~ Exp(\) independiente de la cadena de Markov. Dado que Xy = 3 encuentra la distribucion de la cadena

al tiempo T, i.e.
Ps(Xp =1i) para i€1,2,3

d) Calcula las probabilidades del inciso anterior cuando (i) A = 2, y cuando (ii) A | 0. ;Como se compara este iiltimo
caso con la distribucion limite?

Ejercicio 51. Una planta de produccion obtiene su energia de dos generadores. El niimero de generadores activos al
tiempo t esta representado por una cadena de Markov a tiempo continuo { Xy : t > 0} con espacio de estados S = {0, 1,2}
y matriz Q dada por

-6 6 0
Q= 1 -7 6
0 2 =2

a) Encuentra la proporcion de tiempo a largo plazo de que los dos generadores estén trabajando. Si cada generador
produce 2.5 MW por unidad de tiempo, ;Cudl es la cantidad promedio de energia producida a largo plazo por
unidad de tiempo?

b) ;Cudl es la probabilidad de que ambos generadores estén trabajando al tiempo t si solamente uno trabajaba al
tiempo 0?

c) Si p2 denota la primera vez que ambos generadores estén trabajando al mismo tiempo, encuentra la distribucion
Foa(X) = Po(p2 < x), es decir la distribucion de que ambos generadores trabajen por primera vez, dado que los
dos estaban sin trabajar al tiempo t = 0.

Ejercicio 52. Resolver los ejercicios 2.4.1., 2.4.3., 2.4.5., 2.7.1., 3.3.1. y 3.6.2. del libro “ Norris, J.R. (1997). Markov
chains. Cambridge University Press. ”




TEMA

UNA BREVE DISCUSION DE PROCESO
POISSON Y ALGUNAS GENERALIZACIONES

Hemos visto diferentes formas de definir un proceso Poisson, para distinguirlo, lo denotaremos mediante N := (N;; ¢ > 0),
donde N representa un niimero de eventos. Veamos otra definicién de este proceso, como caso particular de la Definicion 16.

Definicion 25. Un proceso de Lévy, N := (Nt > 0), con P[N; = n] = Po(n; At) se dice que es un proceso Poisson
simple con intensidad A\, PPS(A).

Ejercicio 53. Demuestra las siguientes propiedades de la distribucion Poisson:
1. Siz€Cox €Rcon|z| <1, lavariable aleatoria z*, X ~ Po(p), es acotada y E [2*] = et(z=1)

2. Si(x)p, =ax(x—1)---(x —n+1)entonces E[(X )] = p"

n m
> Po(k, ) =1 —/ Po(n; A)d\
k=0 0

4. 5ix; "™ Po(ui), i = 1,...,n entonces

Sp = ZXi ~ Po(u)
i=1
donde v := """ | iy

s! " b
]P’{X1:7’1,X2=7’27~-7Xn:m’S”:S}:"'(Ml) <M2>
TIIT2 . Tl \ Y H

- (“") 6D
i

siempre que y ., r; = s. Un vector aleatorio, n-dimensional, con ley (5.1) se dice que sigue una distribucion
multinomial, Mult(s; p1,...,pn), donde p; := %
. i . 1 . .
5.8 x; W Po(pi), i = 1,...y 0 = > .2, H; converge, entonces S = Y 2, X; % Po(0). De lo contrario, si &
diverge, entonces S diverge con probabilidad 1.

De la Definicién 25, para cada trayectoria de un PPS(\), se pueden definir los tiempos de brincos, 0 = Ty < T <

< Tp, donde Ty := inf{t > 0 : N; > k}, o equivalentemente N; = max{k > 0; T < t}. Usando la notacién
AXt := X+ — Xy, y de la misma Definicién 25, se puede ver que ANy, = 1 c.s., con T;, ~ Ga(n, ). En efecto,
de la Ejercicio 45 vemos que, denotando por S,, en n-ésimo tiempo interarribo, se satisface Sn ad Exp(A), y por lo tanto
Tn =27, S;. De hecho, de la distribucién conjunta de (T, Sn+1) se ve inmediatamente que P[V; = n] = P[T,, <t <
Tn + Snt1] = Po(n; At).

67
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Ejercicio 54. Verificar que P[Ny = n] = P[T,, <t < T, + Sp+1] = Po(n; At).

Ejercicio 55. Sea N; := N; — \t, i.e. el proceso Poisson compensado. Demostrar que N = (Nt)t>0 es también un
proceso con incrementos independientes, que tiene la propiedad de martingala, y que su version re-escalada N, /VA VX tiene
media cero y varianza t.

Es decir, el proceso Poisson simple tiene brincos de tamafio uno a tiempos exponenciales con intensidad A. En este
sentido el PPS(\) se puede ver como un proceso de conteo de eventos que ocurren en un intervalo dado, i.e. N; cuenta el

nimero de saltos en (0, ¢]. Sus realizaciones son no-decrecientes, i.e. Ny < N;yy, y, de la Definicién 25, N, 4 Nyys — Ng,
es decir el nimero de eventos en el intervalo (s, ¢ + s| tiene la misma distribucién que el nimero de eventos en el intervalo
(0,t]. Evidentemente, E[N;] = At y Var(IN;) = At, lo que da la interpretacién a A como el promedio del nimero de
eventos (brincos) por unidad de tiempo, e.g. t = 1.

Claramente, el proceso no tiene trayectorias continuas, sin embargo P(Nyyp, —N; > 1) = 1— e M — 0, cuando h | 0.
Esto implica que P(7y, = t) = 0, paratodat > 0y k = 1,2,...,y por lo tanto N no tiene puntos fijos de discontinuidad.
Esto tltimo caracteriza a los procesos Poisson dentro de la familia de procesos de saltos markovianos.

Hemos visto anteriormente el PPS()\) sirve para definir otros procesos de interés. En la construccion (7), tenfamos que
dada una cadena de Markov {Z,,} con espacio de estados (X, X') y un PPS()), podiamos construir un proceso regular a
tiempo continuo definido mediante X; := Z, y modulado por probabilidades de transicién dadas por

R@JQZE:fMQmekiﬁ,IEX y AeX (5.2)

n!
n=0
Un caso particular de esta construccion es el siguiente

Definicién 26. Sea N un PPS(\) y {Y;}i>0 una sucesion de variables aleatorias iid con distribucién F' sobre R, indepen-
diente de N. Al proceso definido por

N¢
X, =3, (5.3)

se le denomina proceso Poisson compuesto con intensidad \ y distribucién de brincos F', PPC(\, F').

Ejercicio 56. Sea la caminata aleatoria Z,, := Y1 + ---+ Y, con Zy := 0, Y; ~ 3 vy F soportada en R,.. Demuestra

que el proceso definido como Xy := Zn,, “la posicion de la caminata después de un niimero aleatorio de pasos modulado
por N, 7, coincide con el PPC en la Definicion 26 y su probabilidad de transicion es un caso particular de (5.2). Exhibe
la expresion para esta ultima.

En vez de tener saltos de tamafio uno como en el caso del PPS(\), el PPC(\, F) tiene saltos de tamaiio aleatorio, con
distribiucién F'. De hecho, si Y; := 1 para toda i > 1, se recupera el PPS(\).

Otro ejemplo que surge del PPS(\), es de su versién compensada y re-escalada (cf. Ejercicio 55), cuando se toma el
limite A — oco. En efecto, se puede checar que

N A o)
(v%) =% (Wiepry (5.4)
te[0,T

donde W := (W;)>0 es un proceso de difusion (cf. Teorema 10) con media y varianza infinitesimal 0 y 1, respectivamente,
conocido como el movimiento browniano (ver también Ejemplo 5 para su generador). El resultado (5.4) se puede ver como
un teorema central del limite en el espacio de funciones regulares en [0, 7).

Ademas de que estos tres procesos, Poisson simple, Poisson compuesto y movimiento browniano, son procesos con
incrementos independientes, también se puede verificar que son procesos de Feller. Tomemos el caso de un PPC, del
Ejercicio 56 se puede verificar que la caminata aleatoria Z,, tiene incrementos independientes y estacionarios, i.e. Y;’s por
unidad de tiempo. El incremento en m unidades de tiempo esta dado por Z,, ., — Zn, es decir, sumas de m variables
aleatorias iid. Asi pues, querer caracterizar la distribucidon de procesos de Lévy, equivale a caracterizar las variables
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aleatorias con la caracteristica que se puedan descomponer en sumas de variables aleatorias iid. Nétese que no todas las
distribuciones tienen esta caracteristica.

Antes de continuar nuestra discusién sobre procesos Poisson, daremos algunos conceptos, que nos ayudardn a contex-
tualizar su importancia.

Definicion 27. Una variable aleatoria Y es infinitamente divisible (ID) si para cada m > 1, podemos escribir

Yy Ev{™ 4y, (5.5)
para una sucesion de variables aleatorias iid Yl(m), N Al

Si la igualdad (5.5) es vélida cuando las Yi(m)s son independientes pero no necesariamente idénticamente distribuidas,
entonces Y se dice que es infinitamente descomponible. Si la igualdad no se cumple para toda m > 1, sino solamente
para un m fijo, entonces se tiene que Y es m-divisible, el mismo argumento aplica para m-descomponible.

Ejemplo 15. Si X ~ Bin(3,p), entonces X es 3-divisible pero no ID, en particular no es 2-divisible, ya que si lo fuese se

valdria X < Y1 +YsconY; 4 Y5 dy. Entonces, necesariamente Y € |0, %] cs.conP(Y =0)>0yP(Y = %) > 0,
lo cual daria % para X (que deberia tener soporte en 0, 1,2, 3). Entonces la variable aleatoria Binomial no es ID.

De este ejemplo es claro que (n + 1)—divisibilidad no implica (n)—divisibilidad. Una distribucién F' is ID si y solo si
para cada n € N se puede ver como la n-ésima convolucién de una distribucién F}, consigo misma. Asimismo, la funcién
caracteristica C es ID si y solo si para cadan € N se puede ver como la n-ésima potencia de una funcidn caracteristica ¢y,.

F=F" C(u)={Cy(u)}", forn eN (5.6)

Nétese que la propiedad de ID no es la misma a la de cerradura bajo convolucién. En particular se puede demostrar que
la distribucién log-normal es ID y ésta distribucién no es cerrada bajo sumas, es decir sumas de log-normales no son
log-normal.

Ejercicio 57. Demostrar que si X y'Y son variables aleatorias independientes e ID entonces aX y X + Y lo son, con
a <R

La propiedad de distribuciones infinitamente divisible se estd relacionada con los procesos con incrementos inde-
pendientes (PII), por ejemplo si nos concentramos en las distribuciones finito dimensionales correspondientes a un PII
{Xy;t > 0}, notamos que para un ¢ > 0 fijo

X(t) =Y _{X(jt/n) = X((G - Dt/n)},
j=1

donde los sumandos son iid, y entonces, por definicion ID. Denotemos por C; la funcién caracteristica de X (¢). Dado que
se tiene X4 = X5 + {Xst — X5}, entonces

Cort(u) = Cs(u)Ce(u), t,s>0.
Ahora para cada u € R la funcién ¢ — C;(u) es continua en R, y por lo tanto se tiene que
Ci(u) = {Ci(w)}', t>0. (5.7)

Finalmente, si 0 =ty < t; < --- < t,, conn > 2, entonces por la propiedad de incrementos independiente y estacionarios
tenemos

{thatha"'7th} - {Y17Y1 +Y27"'7Y1 +Yv2++Yn}a (58)

donde los Y;s son iid con Y; 4 X(t; —ti—1) parai=1,...,n.
Con (5.7) y (5.8) se puede enunciar los siguientes resultados.
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Proposicion 5. La distribucion de un proceso de Lévy (X)i>1 esta completamente determinada por la distribucion de
X (1), que es ID.

4

Proposicion 6. Sea Y una variable aleatoria ID, entonces existe un proceso de Lévy X con X (1) =Y.

Teorema 21 (Representacion Lévy-Khintchine). La funcion caracteristica de un proceso con incrementos independientes
(PII) —ver Definicion 16—, X := (X;t > 0) sobre R esta dada por

E [¢"%] = E [e%0] exp{—1(n)} (5.9)

donde 1y se denomina el exponente caracteristico y esta dado por

Pi(n) = indy + th + /R(ei"x —1—h(z))v(dx) (5.10)

Aqui: d; es una funcion continua en R denominada el término de deriva, G; es un operador lineal simétrico no-negativo,
con Gy, — Gy, no-negativo para t; < to, conocido como el término gaussiano; v, es una medida positiva que satisface
Jr(@ A 22)vy(dx) < oo conocida como la medida de Lévy; y h una funcién de truncamiento acotada, con soporte
compacto y que se comporta como x cerca del origen. Esta iiltima, tipicamente se remplaza por x1(|x| < 1). A un PII
con estas caracteristicas se le refiere colectivamente mediante la terna (dy, Gy, v;). Si se trata de un PII que comienza en
Xo = 0c.s., se tiene (d, Gy, vy) = (td,tG,tv), y el exponente caracteristico se simplifica como b, = t1, donde 1 esta
dado por (5.10) con t removida. En el caso de procesos de Lévy, a v se le conoce como el exponente caracteristico.

En este sentido, y en relacion con la Proposicién 6, la dindmica distribucional de los procesos de Lévy estdn caracteri-
zada por distribuciones ID, cuya funcién caracteristica esta dada por e =% ().

Proposicion 7 (Theorem 9.1 (Sato, 1999)). Si (X¢)i>1 es un PII que comienza en 0, entonces para cada t, la distribucion
de X es infinitamente divisible.

Este resultado establece la equivalencia distribucional de medidas ID con la de PII que comienzan en cero. Como hemos
visto en el curso, la equivalencia en ley no necesariamente garantiza la correspondencia con un proceso con trayectorias
regulares. Sin embargo, en el caso de un proceso como el aqui enunciado se puede ver existe una modificacion regular.

Proposicion 8 (Theorem 11.5 Sato (1999)). Si (X¢)¢>1 es un PII que comienza en 0 en ley, entonces tienen una modifi-
cacion regular que corresponde a un PII con Xg = 0.

De hecho como mencionamos anteriormente, se puede demostrar que estas clases de procesos, son de Feller y por lo
tanto satisfacen todas las propiedades de esta clase general.

La teoria de PII y distribuciones ID es basta, con excelentes referencias bibliogréaficas como los libros de Sato (1999)
y Steutel and Van Harn (2004). Claramente, su estudio no es el objetivo central de este curso y tnicamente discutimos
algunos aspectos elementales. En este sentido unicamente consideraremos PII crecientes y definidos sobre R. En este
caso es menos engorroso trabajar con la transformada de Laplace. En efecto, la transformada de Laplace' en este caso esta
dada por

E[e7™] =E [e "] exp {—dtn -~ /000(1 - e_"w)ut(da:)} (5.11)

donde fR+(1 A x)vy(dr) < oo. Para el caso de distribuciones ID no-negativas la representacion de Lévy-Khintchine
simplifica (5.11) con Xy = 0. Al pardmetro d, resultante de esta ultima simplificacién, y en el contexto de variables
aleatorias ID, se le conoce como la extremidad izquierda, digase el soporte arranca desde ese valor.

'En partes previas del curso usamos el argumento de la transformada en los complejos, aqui lo usaremos de la forma “cldsica”, i.e. Ee =%, con

A>0.
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Si definimos F'(dx) := v(dx)/A con A := v(R,) < oo, entonces se puede ver que un PPC(\, F) es un caso particular
de un proceso de Lévy con terna (0, 0, /). En efecto, por la Proposicion 6, basta con considerar la variable aleatoria Poisson
compuesta

donde {V;} S F'y N ~ Po()).

Lx(&) = E{Ly (O} =exp{A[Ly (&) — 1]}

- eo{x UR ) -1 |
- e[/ ey - R+A—1u<dy>]}
= exp{/ﬂh(egy—l)’/(dy)}

= exp{-v(£)} (5.12)

con

b(E) = /R (1- e=&) w(dy).

Es decir X es ID, y equivalentemente el PPC(\, F') un proceso de Lévy caracterizado por la terna (0, 0, v), o equivalente-
mente por la transformada de Laplace e ~*¥(¢). Claramente en este caso la medida de Lévy, i.e. proporcional a F, controla
los saltos del proceso y satisface ¥(R;) < oo, y por lo tanto fR+ (1 A z)v(dx) < oco. De hecho, debido a esto, podemos
decir que el nimero de brincos que un PCC hace en un intervalo finito es finito y esta regulado por v.

Sin embargo, unos de los casos particulares de procesos de Lévy, mas atractivos en aplicaciones reales, son cuando el
nimero de brincos en un intervalo finito es infinito. Analicemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 16. Sea {X;;t > 0} un proceso gamma con X := 0, es decir un proceso de Lévy con densidad de transicion
pt(0,2) = Ga(x;t,b), b > 0. Entonces

Lx(O) = B = [ e Gaminy = 1+
0

_ exp{—tln(l—i-f/b)}_eXp{_t/j - }

b+ z
= exp{ / dz/ e b Zxd:n}
—bx 3 _ =z
= exp{ t/ (1—67&”) } ya que </ e *dz = ﬂe)) (5.13)
0 T 0 x

Por lo tanto, la medida de Lévy correspondiente esta dada por v(dx) = e be /x dx. Notese que en este caso d = 0, y por
lo tanto se trata de un proceso de Lévy con terna (0,0, v).

Aunque se cumple la condicién de que fR+ (LA z)v(dx) < oo, ¥(R4) = oo pues hay demasiados brincos pequeiiitos,
ie. v([0,€]) = [y v(da) = oo, no importa que tan pequefio sea € > 0. Claramente este proceso no corresponde a un PPC,
ya que tiene demasiados brincos para ser capturados por una medida finita.

Si A = v(R}) = oo, podemos definir v.(B) := v((e,00) N B) y equivalentemente \. := v.(R;), F.(dx) =

ve(dx) /A y la variable Poisson compuesta correspondiente X.. La eleccion de e se podria hacer mediante una ponderacion
de los valores de ). y la variable error €. con transformada de Laplace dada por exp{ f 0 E] e~ — 1) v(dy)}.
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Es importante sefialar que el proceso gamma del Ejemplo 16 es un proceso con tasa de saltos infinita, a veces referidos
como procesos de Lévy con actividad infinita, y es muy diferente a un PCC con distribucién de brincos F' gamma, ya que
este dltimo tiene actividad finita.

Ejercicio 58. Sea {X;;t > 0} un proceso de Lévy con valores en R no-decreciente y con terna (0,0, v), donde v(dx) =
20 te Prdz, con —1 < a < coyB >0

1. ¢Para que valores de o, {X;;t > 0} se puede ver como un proceso Poisson compuesto? En caso afirmativo, ;cudl
es la distribucion de los “ brincos ” correspondientes?.

2. Sip=0yae€ (—1,0), ;Cudl es el exponente caracteristico, 1, correspondiente?

3. ¢Para cuales valores de o, { Xy;t > 0} es un proceso de Lévy con “ actividad infinita ”?

Ejercicio 59. Sea {X:;t > 0} un proceso de Lévy con valores en R no-decreciente y con terna (0,0, v), donde

(I—e")e ™

v(de) = T o

dz, ~v>0.

1. (Esv(Ry) < o00?
2. ;Cudl es E[X], cuando v =1/2,1,2?
3. Siy € N, ;Puedes decir algo acerca de la distribucion de X1?

Ejercicio 60 (Ejercicio optativo). Escoge entre los ejemplos/ejercicios anteriores (0 propon otro nuevo) un proceso de
Lévy con terna caracteristica (0,0,v) y con actividad infinita. Realiza un programa de simulacion e ilustra diferentes
escenarios de sus trayectorias.
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