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CLASE 4: MODELOS LINEALES

En las secciones 8—10 estudiamos algunas metodologias
para trasformar un proceso { X;} a un proceso estacionario,
denotado como {Y;}. Ahora analizaremos una clase de mo-
delos estacionarios para este componente que resulta de gran
interés en las aplicaciones.

Antes de introducir estos modelos necesitamos el concep-
to de ruido blanco dado como sigue

Definicion 7. Un proceso {w; } se dice que es de ruido blan-
co com media 0 y varianza o2, denotado por

{we} ~

siy sélo si {w;} tiene media O y funcién de covarianza

v ={

Notemos que esta definicién de ruido blanco satisface las
condiciones de un proceso débilmente estacionario, ver De-
finicién 5, y por lo tanto puede haber cierta dependencia de
orden mayor a dos en dicho proceso. Cuando se tenga que
e N N(0,02), se dice que {&;} es un ruido blanco en el
sentido estricto o Gaussiano. Lo anterior se debe a que las
distribuciones finito dimensionales de la distribuciéon Gaus-
siana estidn caracterizadas mediante sus primeros dos mo-
mentos, e.g. media y funcién de covarianzas, y por lo tanto
estacionariedad débil se traduce a estacionariedad estricta.

W(0,0?)

h=0

h % 0. (32)

13. Modelos Autoregresivos (AR)

Los modelos autoregresivos de orden p, AR(p), estan de-
sarrollados con la idea de que el valor presente de una serie,
Ut, se puede explicar mediante las p observaciones pasadas
del mismo, y; 1, ..., y:—p. Es decir, el valor presente regre-
sa, en cierta proporcidn, a algunos de sus p valores previa-
mente observados. En notacién

Yi=01 Y1+ ¢2Yio+ -+ ¢pYiop +wi, (33)

donde ¢1, ..., ¢, son constantes. La ecuacion (33) se puede
ver como un modelo de regresion, pero Y; es “regresado” a
su pasado en vez de a otras variables, como tipicamente se
hace en andlisis de regresion, de esto el prefijo “auto”. Por
simplicidad, usualmente se supone que la media de {Y;} es

0, 4 = 0, de no ser el caso, para proseguir con un modelo de
media 0, se puede reemplazar a los datos y; por y; — L.

Otras maneras de denotar el proceso AR(p) es mediante

Vi=¢'Ye 1+ wi, (34)

donde ¢ = (¢1,02,....6p)' y Ye-1 = (Y1,Ya,.... V).
Esta notacién todavia se asemeja mds a la encontrada en
analisis de regresion con la diferencia de que en este caso
la componente Y¢_; tiene componentes aleatorios.

Otra forma de denotar al proceso AR(p), mas comiin en

el lenguaje de series de tiempo, es mediante el operador de
retraso definido como

BY, =Y, (35)
dado por
d(B)Y: = wy, (36)
donde
¢(B)=1—¢B—¢sB*> —---— ¢, BP (37)

se conoce como el operador autoregresivo. En ocasiones,
se hace explicito el orden de dicho operador en la notacién
mediante ¢,,.

13.1. Caso AR(1)

Considérese un modelo AR(1), entonces se tiene

Vi = oY +w=0(dYr1 +wry) +wig
= ¢2 Yico + owi—1 + w

k-1
= "Vt > dwy
=0
(38)

Haciendo esto de manera iterativa y bajo el supuesto de que
|p| < 1y Var(Y;) < oo se puede demostrar que un proceso
AR(1) se pude caracterizar mediante

=Y ¢wy, (39)
=0



alo que se le conoce como un proceso de promedios moviles
infinito, MA (00)?. Basta con ver que

2

n
lim IE Yt—zwm_j, =0.
=0

n—o0

Con esto se puede ver que

o0

E(Y;) =) ¢ E(w-;) =0

=0

donde la segunda igualdad se sigue del hecho que {w;} es
ruido blanco. También se puede verificar que

v(h) =

= E| > dwny (Z ¢ Wt—k)
=0 k=0

= > ) e yh—-j+k)

0 k=0
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h =0, (40)

w
1—¢2’ -
donde la cuarta igualdad se sigue debido a que ~(-) # 0
siysélosik = j—ho6j = h+ k. Por lo tanto la ACF
correspondiente a un proceso AR(1) esta dado por

Por otro lado, si |¢| > 1, la serie en (39) no es conver-
gente. No obstante, se podria modificar el mismo argumento
para obtener la serie

Yiri=0Y: twin 41)
en cuyo caso se tendria
k—1 '
Vi=¢F Y= o7 wiyy, (42)

J=1

lo cual provee de una solucién estacionaria a una ecuacién
del tipo Y; = ¢Y;_1 +w; yaque |¢~ 1| < oo. Este resultado,
sugiere un modelo AR(1)

o0
Y, = — E ¢ Wiy,
i=1

2En la Seccién 14 se introduciran los procesos de promedios méviles.

el cual claramente “depende del futuro !, razén por la cual
no es muy Uutil en aplicaciones. Asi pues, en el estudio de se-
ries temporales via modelos lineales, como los procesos AR,
es conveniente suponer |¢| < 1. Al modelo {Y;} resultante
de dicha suposicion se le conoce como causal 6 indepen-
diente del futuro.

Tarea: Demostrar que si |¢| = =£1, en un proceso Y; =
¢Y;—1 + wy, no tiene solucién estacionaria. HINT: Supdn
que existe una solucién estacionaria y utiliza la ecuacién de
un AR(1) para derivar una expresion de la varianza de Y; —
#"t1Y;_,_1 que contradiga el supuesto de estacionariedad
(débil!)
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Figura 7: Simulacién del proceso Y; = 0.8Y;_; + &, donde
er ~N(0,1).

Las Figuras 7 y 8 muestran simulaciones de procesos
AR(1) con ruido blanco Gaussiano.

Tarea: Como se ven las series simuladas de los modelos
AR(1) con¢p =1y ¢ = —1. UtilizaR.
Tarea: Como se ven las ACF’s de los modelos simulados en
las Figuras 7 y 87 Justifica tu respuesta.

14. Modelos de Promedios Méviles (MA)

Como una alternativa a los modelos autoregresivos, se tie-
nen a los modelos de promedios maviles de orden ¢, deno-
tados por MA(¢) debido a su nombre en inglés. Este modelo
asume que el valor presente de la serie, Y;, esta dado por una
combinacion lineal de ruidos blancos, es decir

Yi=wtbhw+0w o+ +0iwiy,  (43)
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Figura 8: Simulacién del proceso Y; —0.8Y;_1 + &, donde

gt~ N(O, 1)

donde 61, 0, ..., 8, son constantes.

De manera anéloga a los procesos AR, los procesos MA
también se pueden escribir mediante el uso del operador de
retraso

Y, = 0(B)wr, (44)

donde a
0(B):=1+6,B+60,B>+---+0,B1

se le conoce como el operador de promedios moviles. A di-
ferencia de los procesos AR, los procesos MA son estacio-
narios para cualquier valor de 61, 0, ..., 0,.

Se puede ver facilmente que la ACV y la ACF de un
MA(1) estan dadas por

(1+6%) 02, h=0
y(h) =< 002, h=1 (45)
0, h>1
y
0 h=1
h) =< (0+6%)’ 46
i ) { 0, h>1. (46)

respectivamente. Notemos que a diferencia de un AR(1) el
proceso MA(1) dnicamente esta correlacionado con su ob-
servacion inmediata.

Tarea: Simular un proceso MA(1) con 6 =0.2, 5.
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15. Proceso de promedios méviles infinito

Si {wi} ~ W(0, 0%) entonces se dice que {Y;} es un pro-
ceso de promedios méviles “de w; ” si existe una sucesioén
{whe}, con 3722 |1h5] < oo, tal que

o
Y: = Z pjwj.
=0

Usualmente a este proceso se le denota como MA(c0).

El modelo MA(q) definido por (43) se puede ver como un
MA(oo) con ¢p; = ¢4, 5 =0,1,...,qy¥; =0,j > q. De
la misma forma vimos que el proceso AR(1) con |¢| < 1es
un MA(c0) sivp; = ¢/, 5 =0,1,...,q.

16. Modelos ARMA

En (33) y (43) se introdujeron los modelos autoregresi-
vos y promedios mdviles respectivamente, en esta seccidn
exploraremos un modelo definido como la “combinacién”
de estos dos. En algunas situaciones reales el ajustar un mo-
delo AR(p) puede resultar en un orden de rezago, p, muy
grande y por lo tanto en un nimero grande de pardmetros,
®1,¢2, - .., ¢p aestimar. Una manera de reducir este proble-
ma es mediante la combinacién de un proceso AR(p) (con p
relativamente pequefio) y un proceso MA(q), el resultado se
define como sigue

Definicion 8. Un proceso {Y;} autoregresivo de promedios
mdviles de orden (p, q), denotado por ARMA (p, q), se define
mediante la ecuacién

Yi=¢1Yioa+- -+ ¢pYip twi +biwi1 + -+ Ogwi—q

(47)
donde w; ~ W(0, o2) y los polinomios ¢(z) y #(z) no tienen
zeros en comun.

El proceso ARMA (p, ¢) también tiene una representacion
en términos del operador de retraso dada por
»(B)Y; = 0(B) wy. (48)
Al igual que en los procesos AR y MA un requerimiento
importante de los procesos ARMA es que estos sean esta-
cionarios. Las condiciones para que un proceso AR(1) sea
estacionario, vistas en la Seccion (13), se satisfacen si y s6lo
si ¢ # +1, lo que es equivalente a que el polinomio ¢(z) =
1 — ¢z # 0 para z = +1. La condicién andloga para un
proceso ARMA(p,q)es p(z) =1 —prz—---—p1 2P # 0,
para todo niimero complejo z con |z| = 1. Esta condicién
también asegura que la solucion estacionaria resultante es
tinica.



Definicion 9. Un proceso ARMA(p, q) definido por (48) es
causal si existe una sucesién de constantes {1;} tales que

Z;io Y| < ooy

Y=Y djw (49)
j=0

Es decir, puede expresarse en términos de una representa-
cidn infinita de medias méviles que depende tinicamente de
valores pasados y presentes del ruido blanco.

Teorema 1. Sea {Y;} un proceso ARMA(p, q) dado como en
la Definicion 8, entonces {Y:} es causal si'y solo si ¢(z) # 0
para todo z € C, tal que |z| < 1. Los coeficientes en (49)
estdn determinados por la relacion

W(2) =Y 2 =0(2)/6(2), |z| <1 (50)

J=0

Ver Brockwell and Davis (1991) para una demostracién
de este teorema. Usando este Teorema se puede verificar que
cuando ¢(-) 6(-) no tienen ceros en comun y de estos ceros
ninguno esta en el circulo unitario entonces el proceso {Y;}
es la inica solucion estacionaria ala ecuacion ARMA. Esta
es la misma condicién de estacionariedad en un proceso pu-
ramente AR(p), pero en un proceso ARMA (p, q) garantiza
que la serie de medias méviles que lo representa converge.

De la ecuacién (50) se pueden determinar los valores de
{%;} mediante

(I=¢rz— =g 2")Po+¢rz+--)

= 146012+ + 0327 (&)
Igualando los coeficientes de 27, j = 0, 1,. .. se tiene que
L = 1o
01 = 1 — o
b2 = Y2 — 191 — Yod2
(52)
o de manera equivalente
p
Vi = biik =105, j=01,...,  (53)
k=1

donde ¢y :=1,0; := O paraj > ¢,y ¢; := 0 paraj <O0.
Definicion 10. Un proceso ARMA(p, q) se dice que es in-
vertible si existen constantes {r;} tal que > [m;| < oo
y
oo
wy = Z m; Yy, paratodo t.
§=0

(54)

Invertibilidad es equivalente a la condicién 6(z) # 0 para
toda |z| < 1.

Se puede ver que la sucesion de {7;} estd determinada
por la recurrencia

q
ﬂj+zekﬂ_j7k:_¢ja .7:07177 (55)

k=1

donde ¢9 := —1, ¢; := Oparaj > py m; := 0 para
j < 0. Es decir, un proceso ARMA(p, ¢) se dice invertible si
su parte de medias méviles MA(q) puede expresarse como
una serie infinita de términos autorregresivos AR(co) con
términos convergentes.

Ejemplo 3. Considérese el proceso ARMA(1,1) dado por

Y; —0.5Y; 1 = w + 04w 1, {wi} ~ W0.0%). (56)

En este caso se tiene que ¢(z) = 1 — 0.5z tiene un cero
en z = 2, lo cual estd afuera del circulo unitario. Por lo
tanto, existe una uinica solucion causal y estacionaria a la
ecuacion (56). De la ecuacion (53) se tiene que

Py = 1

Y1 = 04405

Yy = 0.5(0.4+0.5)

Y, 0.571(0.4+0.5) j=1,2,...

(57)

Por otro lado 0(z) = 1+ 0.4 z tiene un cero en —2.5 el cual
también estd afuera del circulo unitario. En este caso, de la
ecuacion (55) se tiene que

T = 1
m = —(0.440.5)
m = —(0.4+0.5)(—0.4)

—(0.440.5)(—0.4)(—0.4) 71, j=1,2,...
(58)

T =
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