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Introduccion

Muchos fenémenos demograficos, entre los que se incluyen la migracién, extincién y recolo-
nizacién pueden ser estudiados mediante la coalescencia. La idea bésica del coalescente es
rastrear la ancestria de un grupo de individuos enfociandose particularmente en los tiempos
en los que dos de ellos surgieron de otro, llamado ancestro [2]. El genetista estadounidense Se-
wall Wright (1889 — 1988) y el estadistico inglés Ronald A. Fisher (1890 — 1962) establecieron
muchas de las bases de lo que se convertiria en la genética de poblaciones. Wright y Fisher
sabian que era necesario tener una descripciéon matemaética de la aleatoriedad en las fluctua-
ciones de los alelos debidas al muestreo en una poblacion finita y propusieron el modelo de
Wright-Fisher. Este modelo tiene la particularidad de considerar que las generaciones de in-
dividuos no se traslapan, lo cual no es realista para ciertas especies, como los seres humanos.
Es por ello que el matemédtico australiano Patrick Moran (1917 — 1988) propuso a su vez el
modelo de Moran, en el cual un solo individuo cambia en cada tiempo (ver, por ejemplo, [3]).
Posteriormente, Kingman [4] probé que, bajo un escalamiento adecuado, el modelo de Wright-
Fisher converge a un objeto que él llamé el coalescente (ver la Seccién 2.3). Con el tiempo se
comenzo a estudiar la coalescencia no inicamente con fines bioldgicos, sino también como un
objeto meramente matematico, como es el caso del fluyjo browniano de Arratia [1] y la web
browniana de Fontes et al. [5]. Nos centraremos en estudiar la coalescencia mateméticamente
haciendo énfasis en su implementacién computacional.

En las ultimas décadas la computacion se ha vuelto indispensable no tnicamente en lo re-
ferente al andlisis de datos reales, sino también en la resoluciéon de problemas de naturaleza
tedrica o aquellos que representan una intersecciéon entre las matematicas puras y las apli-
cadas. Particularmente, los procesos estocasticos son un area de las matematicas con una gran
utilidad practica y con una base tedrica muy rigurosa. El objetivo de esta tesis es explorar
las conexiones que existen entre diversas dreas de las matematicas y la teoria de coalescencia
de procesos estocésticos, asi como construir algoritmos de simulacién que permitan visualizar
los coalescentes y realizar algunos calculos numeéricos.

En el primer capitulo estableceremos las bases necesarias para poder llevar a cabo la si-
mulacion de un proceso coalescente browniano. En particular enunciaremos las definiciones
de caminata aleatoria y movimiento browniano. Trabajaremos con el teorema de Donsker, el
cual es un resultado de convergencia de la caminata aleatoria estandar al movimiento brow-
niano, y explicaremos una forma alternativa de simular a este ltimo usando un reescalamiento
que facilitard la programacion de los algoritmos en las secciones subsecuentes.

En el segundo capitulo definiremos la coalescencia en general y el tiempo de ultima coa-



lescencia de un proceso como variable aleatoria, con la cual trabajaremos a lo largo de la tesis
en cada ejemplo que desarrollemos. Expondremos un primer ejemplo de proceso coalescente,
el coalescente de Kingman, y lo programaremos.

En el tercer capitulo estudiaremos los movimientos brownianos coalescentes a partir de cami-
natas aleatorias, construyendo dos algoritmos que nos permitan simular el flujo browniano de
Arratia y la web browniana de Fontes et al. Enunciaremos algunos resultados de convergen-
cia de caminatas aleatorias coalescentes a estos objetos y obtendremos la funciéon de densidad
del tiempo de ultima coalescencia del flujo browniano restringido a un conjunto compacto.
Finalmente, exhibiremos una primera relaciéon entre la variable aleatoria del tiempo de tultima
coalescencia y la ecuacién diferencial parcial del calor.

En el cuarto capitulo extenderemos mucho de lo desarrollado hasta el Capitulo 3 a trayecto-
rias que no son movimientos brownianos estandar, sino soluciones de ecuaciones diferenciales
estocdsticas. Para ello resolveremos numéricamente (y analiticamente, cuando sea posible)
algunas de las ecuaciones de este tipo mas conocidas, encontraremos la densidad del tiempo
de interseccién de dos trayectorias y simularemos el coalescente asociado a cada proceso.

En el dltimo capitulo explicaremos el banco de semillas y simularemos movimientos brownia-
nos coalescentes con esta propiedad para visualizar sus trayectorias y encontrar la densidad
empirica del tiempo de ultima coalescencia.

Ademas del desarrollo de esta parte escrita, la tesis cuenta con un repositorio en linea al
cual se puede acceder a través del enlace siguiente:

https://github.com/EMoctezuma/ Tesis

Todos los archivos de tipo . py referenciados en el texto son independientes entre si y se encuen-
tran en dicho repositorio. Los cédigos pueden diferir significativamente de los pseudocddigos
que mostraremos en la parte escrita, pues el objetivo de estos tultimos es dar una idea general
del proceso de simulacién. En consecuencia pueden cambiar el niimero de lineas, el nombre de
las variables, la cantidad de variables (pues en los pseudocédigos tinicamente se encuentran
aquellas que son imprescindibles), las variables de salida, entre otros aspectos. Ademas, en los
pseudocddigos no nos adentraremos en los detalles de los procesos de graficacién, los cuales
muchas veces son complejos.

El lenguaje de programacién utilizado es Python 3 gracias a su versatilidad, a su amplio
uso en simulacion y andlisis numérico, a la enorme cantidad de material y documentacion
disponibles y, por supuesto, a que es software libre. Por esta razén los pseudocédigos, aunque
estan escritos en la forma maés genérica posible, tienen la sintaxis, identaciéon y manejo de los
indices de este lenguaje. FEn particular hicimos uso de las librerfas NumPy, Matplotlib, SciPy,
SymPy, Seaborn y Pandas, y de los médulos Math, Collections y Sys.

En varios cédigos imprimimos el nimero de iteracién en la consola para tener control so-
bre los tiempos de ejecucion, sin perder de vista que ello ralentiza ligeramente los algoritmos.
Esto puede ser desactivado comentando las lineas de tipo print () correspondientes.



Capitulo 1

La caminata aleatoria y el
movimiento browniano

La caminata aleatoria y el movimiento browniano son dos de los modelos méas importantes
dentro de la teoria de la probabilidad y se encuentran profundamente relacionados, como lo
puntualizaremos en la Seccion 1.2. La caminata aleatoria es un proceso que fue inicialmente
estudiado por los matemadticos franceses Pierre de Fermat (1601 — 1665) y Blaise Pascal
(1623 — 1662) para resolver el problema de La ruina del jugador (referirse a [6]), que consistié
en determinar las condiciones para que un juego de apuestas fuera justo. El movimiento
browniano fue introducido por Robert Brown (1773—1858) al observar el movimiento aleatorio
de particulas de polen en un liquido y fue formalizado posteriormente por Albert Einstein y
Norbert Wiener (1894 — 1964), de quien este proceso toma también el nombre.

1.1 Conceptos preliminares

La principal referencia para esta seccién es [7]. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad.

Definicién 1.1.1. Un proceso estocéstico es una coleccién de variables aleatorias (X;),cr
(que por simplicidad se suele denotar como X;) donde T' es un conjunto llamado espacio
parametral. Dichas variables aleatorias toman valores en un conjunto S llamado espacio de
estados.

Generalmente los elementos de T representan el tiempo (7T = [0,00) 6 T = Z* U {0}). Es
por ello que los procesos estocdsticos son ampliamente utilizados en modelos que involucran
a éste como variable independiente.

Definiciéon 1.1.2. Dada una o-dlgebra JF, una filtraciéon a tiempo continuo es una coleccién
no numerable de sub o-algebras {F;},~, tal que Fs C F; cuando 0 < s < ¢. La filtracion
natural o candnica de un proceso a tiempo continuo X es la coleccién de o-dlgebras {F;},~
dadas por F; = o {X s ! 0<s< t}; es decir, F; es la minima o-algebra que hace que cada
una de las variables X con s € [0, ¢] sea medible.

A F; se le denomina la historia del proceso al tiempo t.

Definicién 1.1.3. Se dice que un proceso estocéstico X; es adaptado a la filtracién {F;},~,
si para todo t > 0, X; es Fi-medible.
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Definicién 1.1.4. Una variable aleatoria 7 :  — [0, 00] es un tiempo de paro respecto a una
filtracién {F;},~, si para cada t > 0 se cumple que {7 < t} € F;.

Definicién 1.1.5. Un proceso estocdstico X; es una martingala continua respecto a {F;},~q
(o, equivalentemente, una F;-martingala) si cumple que

i) X; es integrable para todo ¢ > 0.
ii) X; es Fi-medible.
i) Si0<s<t, E(X; | Fs) = X,

Decimos que es submartingala si se cumplen i) y ii) y ademés E (Xt ‘ .FS) > Xs. Andloga-
mente, es supermartingala si se cumplen i) y ii) y E (Xt | ]-'S) < X.

Definicion 1.1.6. Un proceso adaptado y continuo por la derecha X; es una F;-martingala
local si existe una sucesion de tiempos de paro 7,, n > 1 tal que se cumple

i) {Tu}pez+ es creciente.
ii) 7, — oo conforme n — oo casi seguramente (c.s.).

iii) Para cada n, el proceso X™ - 1y, oy es una martingala cuadrado integrable (ver
Definicién 4.1.1).

Definicion 1.1.7. Consideremos la sucesién de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas {&, },,cz+ y supongamos que P({ = 1) =pyP({ =—1) =qgconp+q=1.
Una caminata aleatoria simple X,, es un proceso estocastico con valores en Z definido como

Xn:XU+§1+--'+€TL7 TLZ 17
donde sin pérdida de generalidad suponemos que Xy = 0.

Es importante mencionar que la caminata aleatoria es un proceso de Markov, pues la
posicién en la que se encuentra al tiempo n + 1 depende tinicamente de su posicién al tiempo
n. Las siguientes son propiedades basicas de la caminata aleatoria.

Proposicién 1.1.1. Sea X,, la caminata aleatoria antes definida. Paran € ZT U {0}:
i) E(Xn) =n(p—aq).
ii) Var(X,) = 4npq.
Demostracion. i) Usando la linealidad de la esperanza,
E(Xy)=E|Xo+) & | =0+nE(&) =n(p—q).
k=1
ii) Observemos que E (¢7) = (—1)%¢ + 1?’p = 1. Entonces Var (&) = E (&) — E(&)* =

1—(p— q)2 = 4pq. Asi, por independencia,

Var (X,,) = ZVar (&k) = n Var (&) = 4npg.
k=1
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Si p = ¢ = 1/2, decimos que la caminata aleatoria es simétrica. En tal caso, obtenemos
que E(X,,) =0y Var (X,,) =n.

Definicion 1.1.8. Un movimiento browniano o proceso de Wiener unidimensional con parame-
tro de varianza o2 es un proceso estocastico W; con valores en R que satisface:

i) Wo =0 c.s.

ii) Incrementos independientes: Para cualesquiera s; < t1 < 59 < tg < ... < s, < 1y, las
variables aleatorias Wy, — Wy, , Wy, — W, ..., Wy — W, son independientes.

n

iii) Incrementos estacionarios: Para cada s < t, la variable aleatoria Wy — W tiene dis-
tribucién N (0,0%(t — s)).

iv) Continuidad de las trayectorias: La funcién ¢ — W, es una funcién continua de t.
Si 02 =1 en la definicién anterior decimos que el movimiento browniano W; es estandar.
Un movimiento browniano que comienza en x es aquel proceso que cumple ii), iii), iv) y

la condicién inicial Wy = z. Si W; es un movimiento browniano que comienza en 0, entonces
BY =z + W; es un movimiento browniano que comienza en z.

Proposicion 1.1.2. El movimiento browniano Wy tiene las siguientes propiedades:

i) Es una martingala continua respecto a la filtracion natural.
ii) Su trayectoria no es diferenciable en ningin punto c.s.
iit) Cumple la propiedad de Markov: Si s < t, entonces
E(W; | Fs) =E (W, | Ws).

Para la demostracién de la proposicién ver [7, Proposiciones 8.2, 8.3 y 8.6].

Proposicién 1.1.3. (Principio de reflexion). Sea B un movimiento browniano que comienza
en x y sea w > x. Para todot > 0,

P (B? > w para alguna s € [0,t]) = 2P (Bf > w).

Demostracion. Sea T = inf {t >0 | Bf = w}. Entonces
P(BY > wparaalguna s € [0,t])) =P(r <t) =P(r <t)+P(r=0) =P (1 <),
pues P (7 = 0) = 0. Por otro lado,
P(Bf >w)=P(Bf >w |7 <t)P(r <t)
=P(Bf —w>0|7<t)P(r<t)
=P(Bf —B:>0|7<t)P(r<t).
La distribucién de la variable aleatoria Bf — B = x + By — (x + B;) = B; — B; es,
por la propiedad de incrementos estacionarios, N (0, o2 (t — 7')) Asi, por la simetria de la

distribucién normal P (Bf — BX > 0| 7 <t) = 1/2, de donde obtenemos que P (1 <t) =
oP (BY > w). -
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Fl principio de reflexion serd muy utilizado a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.1.9. Sea f :[0,¢] — R. La variacién cuadratica de f hasta el tiempo t es
n—1

lim 3 (f (1) —f(tj))2,

(1] =0

<f7f>t

donde I = {0 =ty < t; < ... < t, =t} es una particién de [0,¢] y ||II||, lamado norma de la
particion, denota el largo del subintervalo mas grande dado por puntos contiguos dentro de
la misma.

Proposicién 1.1.4. Sea W; un movimiento browniano. Entonces (W,W), =t para todo
t>0 c.s.

La demostracién de esta proposicién puede consultarse en [8, Teorema 3.4.3]. En particu-
lar; la media y la varianza estan dadas por

2
E <(Wtj+1 - Wtj) > =tjy1 —tj,
2
Var ((th - W) ) =9 (11— ;)2

Como la varianza tiende a cero para intervalos muy pequenos y una variable aleatoria es
constante cuando su varianza es nula, podemos realizar la siguiente aproximacién cuando el
intervalo [tj,tj+1j| es pequeno:

2
(Wt]‘+1 — Wtj) ~ tj+1 - tj.

1.2 El teorema de Donsker

Como lo mencionamos, el movimiento browniano es un proceso a tiempo continuo, por lo que
para poder simularlo necesitamos hacer una discretizacién adecuada del tiempo y del espacio
en el que se mueve: los nimeros reales. Las caminatas aleatorias discretas son procesos
que otorgan buenos resultados de convergencia al movimiento browniano y, por ende, son una
excelente forma de aproximacién. A continuacién mencionaremos un teorema de convergencia
esencial para la simulacién de movimientos brownianos via caminatas aleatorias.

Teorema 1.2.1. (Teorema de Donsker!). Consideremos una sucesion {&,} ezt de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, centradas (esto es, E (§) = 0 para
toda k) y tales que E (fg) = 0% < 00. Fijemos Sy = 0 y tomemos la caminata aleatoria

n
Sn = ka, n > 1.
k=1
Si |z] representa la parte entera de x € R, definimos el proceso continuo X', t > 0 como
-1
X{' = (ov/n) (SLntJ + (nt — |nt]) gLntJ—f—l) -

Entonces (X{"),~ LN (Wi)>o conforme n — oc.

'Recibe el nombre del matemético estadounidense Monroe D. Donsker (1924 — 1991).

6



CAPITULO 1. LA CAMINATA ALEATORIA Y EL MOVIMIENTO BROWNIANO

En particular, si 02 = 1 el limite en distribucién es un movimiento browniano estdndar.

La demostracion del teorema requiere hacer uso de varios resultados mas, por lo que no
resulta préctico escribirla, pero puede consultarse en [9, Teorema 1.9]. Nos centraremos en
analizar la esperanza y la varianza de X}'.

El teorema puede interpretarse como sigue: si tomamos caminatas aleatorias simétricas
independientes e idénticamente distribuidas & con P (§; = 1) = P (& = —1) = 1/2, entonces
E(&) = 0y Var(§) = 1. Para la convergencia en distribucién al movimiento browniano
tenemos que hacer un escalamiento en el tiempo y en el espacio: si la variable temporal se
modifica como 1/n, entonces la longitud del salto debe ser 1/y/n. Al definir

X7 o— Sl_”tj + (nt B LntJ) 5Lnt]+1
t - \/ﬁ \/ﬁ )

usando la Proposicién 1.1.1 obtenemos que

E(X{) = \/15 E (SLntJ> + nt?ﬁLLntJ E (Qm]ﬂ) =0

ar (X7) = Var S\_nt] (nt— LntJ)fl_ntJ—&—l
Var (X7) = Vi ( v o )

2
—0-F (S\L/’%J + (nt - “ijjﬁ) 5LntJ+1)

nt — |nt| )2

B (%) + 2 B (St (0 = 1)) €ppor) + =0 B ()

1
_ Tfntj N <nt }mj)zl

T <UZJ . (nt :/%ntj>2> .

pues el primer término dentro del limite tiende a ¢ y el segundo a 0 conforme n crece. Con
esto Var (X{") — t conforme n — co.

Por tanto, la sucesién considerada bajo el escalamiento conserva la esperanza y la varianza
del movimiento browniano. En el enunciado del teorema no se especifica la distribucién de
las variables aleatorias &;, aunque por practicidad se suelen tomar Bernoulli(l / 2).2 A esta
propiedad se le llama principio de invarianza de Donsker. Por otro lado, al Teorema 1.2.1 se
le conoce también como teorema del limite central funcional.

Hemos construido de esta manera una forma de simular numéricamente movimientos brow-
nianos, cuya precision dependerd del nimero de pasos que ejecute la caminata. Si lo que
buscamos es simular un movimiento browniano estandar en el intervalo temporal [0, 1], basta
con tomar

De lo anterior

Sin
Xp = %J, teo,1], (1.1)

2Para producir nimeros pseudoaleatorios Bernoulli (p), generamos u ~ U (0, 1) y consideramos que la reali-
zacién corresponde a un éxito si u < p y a un fracaso si u > p.

7



1.2. EL TEOREMA DE DONSKER

puesto que ‘(nt — [nt]) ¢ Int J+1‘ < 1 para todo t € [0, 1] y, en consecuencia,
lim (nt - LntJ) 3 [nt)+1 ) _ 0

En la Figura 1.1 se muestran dos caminatas aleatorias.®> La trayectoria verde aproxima
mas fielmente a la de un movimiento browniano, que es la conclusién del teorema de Donsker.

—— 1000 pasos

1.25 A
—— 20 pasos

1.00 A
0.75 1

0.50 1

Posicion

0.25 A

0.00 1

—0.25 A1

—0.50 A1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo

Figura 1.1: Caminatas aleatorias.

Pseudocédigo 1 Movimiento browniano: escalamiento usual

Entrada: n € Z: niimero de pasos.
Inicializar: valores := {0}; valor := 0; particion: particion del intervalo [0, 1] con n + 1
elementos.

for i € {0,1,...,n} do
u~U(0,1)
if u <1/2 then
valor == valor — 1/\/n
else

valor == valor + 1/\/n
Agregar valor a valores
Graficar particion contra valores

Salida: valores

3Referirse al archivo mb_esc_usual.py.



CAPITULO 1. LA CAMINATA ALEATORIA Y EL MOVIMIENTO BROWNIANO

1.3 Un escalamiento alternativo

Supongamos que, en lugar de simular un movimiento browniano en [0, 1], queremos hacerlo
en el intervalo [0, m] tomando exactamente m pasos. Veremos que hacer tender n a infinito en
el escalamiento (1.1) es equivalente a hacer tender m a infinito bajo esta propuesta. Esto nos
serd util principalmente en el Capitulo 5, pues nos permitird comparar valores de caminatas
aleatorias evitando que pertenezcan al conjunto [0,1] N Q. Sin embargo, las propiedades
cualitativas del movimiento browniano no cambiaran gracias al siguiente resultado:

Proposicién 1.3.1. (Autosimilitud). Supongamos que W; es un movimiento browniano
estdndar. Sia >0y Y, = a~1/2 Wat, entonces Yy es un movimiento browniano estandar.

Demostracion. 1) Yo =0 c.s.:

Yo = a2 Wao =0 c.s.

ii) Trayectorias continuas: El proceso Wy es un movimiento browniano estandar, por lo
que sus trayectorias son continuas para todo ¢t € [0,00). En particular, si s = at el
movimiento browniano es continuo en s. Como el producto de una funcién continua por
un escalar es una funcién continua, el proceso Y; tiene trayectorias continuas.

iii) Incrementos independientes: Sean s,t € [0, 00) tales que s < t. Observemos que
Y, -Y, = a_1/2 Wae — a_1/2 Wes = a_1/2 (Wat - Was)

y, como W; es un movimiento brownianon estandar, (Wy, — Wes) L (Way — W) 810 <
u < v <s. Entonces a= /2 (W — Was) L a~1/2 (Way — Way) y por tanto (Y —Y;) L
(Y, = Y,). Es decir, el proceso Y; tiene incrementos independientes.

iv) Incrementos estacionarios: Seant, s € [0,00), s < t. Entonces Y;—Y; = a~1/2 (Wat — Was),
y nuevamente usando que W; es un movimiento browniano estandar, Wy — Wy ~
N (0, o? (at — as)) . Finalmente, utilizando las propiedades de la distribucién normal,

a2 (Wat — Was) ~ N <O, Oj (at — as)) 4 N <07 o2 (t — s)) ‘

Es decir, Y; — Yy ~ N(0,02(t — 5)).
]

Empecemos por reescalar el tiempo como ¢t = ms, s € [0,1]. Entonces Wy = W5 v
por la Proposicién 1.3.1, W,,s = /m Bs donde B es un movimiento browniano estdndar.
Utilizando la igualdad (1.1) del teorema de Donsker,

Sin
Wins ~ v/m 5;,

y tomando m = n obtenemos que Wy,s & S|,1] = S|p2,)- Lo anterior significa que podemos

simular un movimiento browniano tomando caminatas aleatorias con longitud de paso v/2 y
escalando el tiempo como m?, donde m es el nimero de pasos deseado. La razén de que el
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1.3. UN ESCALAMIENTO ALTERNATIVO

tamano de paso sea igual a /2 es que la distancia entre tiempos y valores espaciales contiguos
es 1 bajo este escalamiento. A partir de ahora y a excepcién de que indiquemos lo contrario,
utilizaremos esta féormula para simular movimientos brownianos estandar.

En la Figura 1.2 se muestra un movimiento browniano simulado utilizando la construccion
de esta seccién.? Si bien es cierto que los ntimeros en los ejes son distintos, la trayectoria tiene
un aspecto cualitativo muy similar al que se muestra en la Figura 1.1.

—-10 41

Posicion

—154

—-20 41

—254

0 200 400 600 800 1000
Tiempo

Figura 1.2: Caminata aleatoria con 1,000 pasos.

Pseudocdédigo 2 Movimiento browniano: escalamiento alternativo

Nota: El indice —1 representa el ultimo elemento de una lista (secuencia ordenada de

datos).
Entrada: n € Z': nimero de pasos (tiempo total).
Inicializar: valores := {0}; valor = 0; tiempos = {0,1,...,n}.

for i € {0,1,...,n} do
u~U(0,1)
if u <1/2 then
valor = valores (—1) — 1
else
valor == valores (—1) + 1
Agregar valor a valores
Graficar tiempos contra valores

Salida: valores

4Referirse al archivo mb_esc_alt.py.
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Capitulo 2

Coalescencia de procesos

A lo largo de los capitulos siguientes analizaremos el comportamiento de ciertas trayectorias
de procesos estocdsticos que chocan y coalescen, y estudiaremos algunas propiedades de sus
coalescentes. Dedicaremos este capitulo a establecer las bases necesarias para ello. Comen-
zaremos por enunciar la definicién de proceso coalescente (dada en [10]) y posteriormente la
de tiempo de tltima coalescencia. Mas adelante mostraremos que dicho tiempo no siempre es
finito, pues depende de las caracteristicas del proceso de Markov subyacente.

2.1 Definicién de proceso coalescente numerable

Pensemos en un arbol genealégico. Al trabajar con él nos interesa tanto quiénes son los
individuos que provienen de un mismo ancestro como los tiempos en los que nacieron. Como
ocurre con la diferencia entre el modelo de Wright-Fisher y el de Moran, dichos tiempos
pueden ser discretos o continuos. En este trabajo nos enfocaremos en estudiar coalescentes a
tiempo continuo. La siguiente serd, por consiguiente, la definicién en la cual nos basaremos
para la construccién de todos los algoritmos que presentaremos.

Definicién 2.1.1. Sea ¢ty € R y denotemos como C [tp] al conjunto de funciones continuas de
[to,00) en R™. Definamos el conjunto

= Cto] x {to},
toeR

donde (7, tp) € II representa una trayectoria vy en R™ que comienza en (7 (to) ,%o). Considere-
mos un conjunto de trayectorias continuas real valuadas (y;,s;);>1 en IL. De este conjunto de
trayectorias en principio independientes entre si, definimos el conjunto ordenado de trayecto-
rias coalescentes (75, s;);>1 en Il inductivamente utilizando la siguiente regla de coalescencia.
Sea 7§ = ~y1. Para j > 1, establezcamos

m=nt{t2 5[ 20 € (o 0.250). 051 0}

con la convencién de que inf {@} = 00. A 7; lo llamaremos tiempo de coalescencia de la
j-ésima trayectoria. Tomemos

11



2.2. TIEMPO DE ULTIMA COALESCENCIA

Para t > s;, definamos
i (t) , si t< 75,
v (), si t>T.

J

5 (8) =

La definicién anterior nos dice que si dos trayectorias (v¢ (), s;) =5, ¥ (Ve (t) , sk) o5
con 7 # k se intersecan en cierto tiempo, entonces seguiran la trayectoria con la etiqueta més
pequenia a partir del tiempo de coalescencia. Notemos que no se hace referencia al movimiento
browniano estdndar ni a las caminatas aleatorias simétricas, por lo que es valida para otro
tipo de trayectorias.

2.2 Tiempo de dltima coalescencia

Supongamos que comenzamos con n caminatas aleatorias simétricas que parten de un seg-

mento de recta y observamos los tiempos de coalescencia ordenados ¢(qy,¢(2), - - -, t(n—1), donde
los subindices entre paréntesis denotan a los estadisticos de orden. Al trabajar con estos
procesos que son discretos puede suceder que t; = t; para j,k € {1,2,...,n — 2}, con j # k;

sin embargo, el valor de t(,_1) es tnico.

Pensamos al tiempo de tltima coalescencia como el nimero t,_1); es decir, el mdximo
de todos los tiempos de coalescencia o, dicho de otra manera, el minimo tiempo para el cual
se observa una unica caminata aleatoria. Si W', W2, ..., W/ son movimientos brownianos
coalescentes, en el limite continuo dicho minimo es en realidad un infimo:

oy = inf {t € [0,00) ) W =W = =W,

y las caminatas aleatorias son los movimientos brownianos coalescentes en cuestién (ver la
Seccién 3.3).

Para valores grandes del tiempo y para k € {1,2,...,n — 2} atn puede ocurrir que t; =
tr+1 bajo el reescalamiento de la Seccién 1.3, pues realizamos una transformacion del espacio
continuo a un conjunto discreto de puntos y las caminatas comenzaran a chocar en la primera
linea de nodos (al tiempo 1). Esto no ocurre bajo el escalamiento continuo usual ya que la
probabilidad de que dos movimientos brownianos se intersequen en un tiempo previamente
establecido es 0.

En general, podemos definir el tiempo de dltima coalescencia como sigue:

Definicion 2.2.1. Consideremos una familia de trayectorias real valuadas como en la Definicién
2.1.1. Definimos el tiempo de tdltima coalescencia de un proceso coalescente como la variable
aleatoria

F=inf{t >0 | v (t) =~ (t) Vk>1},

siempre que 7 < co para todo k > 1.

La variable aleatoria anterior es un tiempo de paro respecto a la filtracién natural {F;},~-
En otras palabras, podemos determinar si al tiempo ¢ todas las trayectorias siguen a ~{ (t)
tnicamente observando el coalescente en el intervalo [0,¢]. Notemos que si dos trayectorias
no colisionan, entonces 7, = oo para algin k y 7 no esta definida.

12



CAPITULO 2. COALESCENCIA DE PROCESOS

Interpretando las trayectorias como ramas de un arbol genealdgico, el tiempo de iltima
coalescencia representa el tiempo hasta el ancestro comun en el arbol genealdgico; es decir,
el nimero de generaciones transcurridas desde el primer individuo de una poblacién hasta el
presente si el tiempo es discreto, o la longitud del intervalo de tiempo si es continuo.

El tiempo de ultima coalescencia no necesariamente es finito, pues depende de la ley que
sigan las trayectorias del coalescente en cuestion y de la dimensién del espacio en el que vivan
las condiciones iniciales. Por ejemplo, si consideramos infinitas caminatas que parten de un
intervalo no acotado, nunca se encontraran todas en el sentido casi seguro. Para trabajar con
la Definicion 2.2.1 consideraremos que las condiciones iniciales de las trayectorias yacen en
segmentos de recta.

En la Figura 3.3 (Seccién 3.3) se muestra un ejemplo de un proceso coalescente browniano
a tiempo continuo junto con su tiempo de ultima coalescencia.

2.3 El coalescente de Kingman

A continuacién definiremos el coalescente de Kingman y mostraremos un algoritmo para su
simulacién. Este es uno de los procesos coalescentes mas importantes y utilizados en genética
de poblaciones. Las referencias para esta seccién son [3] y [11].

Sea n € Z* y denotemos por [n] al conjunto de todas las particiones de {1,2,...,n}.
Dada una particiéon 7 € [n] llamamos bloques a los elementos de 7. Por ejemplo, si la
particién es T = {{1} ,{5,2}, {3,4,6}}, entonces los bloques son {1}, {5,2} y {3,4,6}. De-
cimos que una particién 7y sigue a otra particiéon m; € [n] si m; puede ser construida al
unir exactamente dos bloques de mg, y a esto lo denotamos como 7wy >~ 7. Por ejemplo, si
mo = {{1},{5,2},{3,4,6}} y m = {{1,5,2},{3,4,6} }, entonces w1 > mo.

Definicién 2.3.1. El proceso de conteo de bloques del coalescente de Kingman |Ky|, ¢t > 0
es un proceso de Markov a tiempo continuo con valores en Z™* y caracterizado por las tasas
de transicién (g) de n an — 1. Todas las demds tasas son cero.

Por otro lado, podemos definir una cadena de Markov que tome valores en los bloques de
[n] en lugar de en ZT. Esto es, en vez de contar el nimero de bloques, buscamos obtener la
informacién de los individuos que han coalescido hasta un cierto tiempo ¢. Dos individuos
estaran en el mismo bloque al tiempo ¢ si y sélo si tienen un ancestro comun antes de .

Definicién 2.3.2. El n-coalescente de Kingman (K;) con distribucién inicial Ky € [n] es
el proceso de Markov a tiempo continuo con valores en [n] caracterizado por las tasas de
transicion siguientes: K; va de my a w1 con tasa uno si m; sigue a g y todas las deméds son
cero.

Para la simulacién del coalescente tomaremos siempre la distribucion inicial en la cual
cada bloque contiene un solo individuo: Ko = {{1},{2},...,{n}}.

Proposicién 2.3.1. El tiempo esperado hasta el ancestro comin mds reciente (ACMR) en el
n-coalescente de Kingman es

E (tacmr [n]) = (1 - 1> ;
donde Tacmr [n] = inf {t >0 ’ K= {{1,2, . ,n}}}

13



2.3. EL COALESCENTE DE KINGMAN

Demostracion. Definimos a cada uno de los tiempos de coalescencia ordenados 11 = Tacamr (1,

Ty, ..., Th—1, T, = 0 como la longitud del intervalo de tiempo de unién de dos bloques (ver
Figura 2.1):
n
Th= > tm k€{l,2,...,n—1},
m=k+1
donde tx41,...,t, son los tiempos independientes de uniéon de dos bloques previos a Tj,. La

k-ésima, variable tj tiene distribucién exponencial con parametro (’5), pues después de cada
coalescencia se reduce en una unidad el nimero de bloques restantes, por lo que al ocurrir
n — k coalescencias permanecen k bloques. Entonces

En particular,

con lo cual

=
3
N
Q
S
Iny)
=
Il
=
3
@
M
o}
N

(ki3]

Observacion: E (tacmr[n]) — 2 conforme n — oo, pero E (t2) = 1. En palabras, la tltima
unién de bloques toma, en promedio, la mitad del tiempo total hasta el ACMR para ocurrir.

A continuacién mostramos una realizaciéon del coalescente de Kingman y el algoritmo
creado para su simulacién.! Este es una modificacién del que se encuentra en [3, Pag. 10]. El

!Referirse al archivo kingman.py.

14



CAPITULO 2. COALESCENCIA DE PROCESOS

procedimiento consiste en reducir de uno en uno la longitud de 7 en cada iteraciéon hasta que
quede un unico elemento, que es el que representa al ACMR. Nosotros fijamos a los individuos
en sus posiciones iniciales y tomamos el punto medio entre los niimeros 7 y j en cada iteracion
para homogeneizar la visualizacién de las figuras a lo largo del trabajo.

T1 = 11189 mmmmmmmmmm oo oo oo oo
Ty 10677 mmmmmmmmmmmmm oo o T oA o

TACMR = 1.1189

T3 = 0.6622 F----mmmmmmmmm o N

T4 = 0.2969 T--mmm=frmmmm oo s
Ts = 0.2062 {---=msfrmmmmmmmmm oo f o oo N\

Te=0.0932 4---Fr-mmmmmmmm =T oo m ook TG

T7=0 A 4 A 4 4 L 4 4 4 L 4

Figura 2.1: Realizacién del coalescente de Kingman con n = 7.

Pseudocédigo 3 Coalescente de Kingman

Notas: a) Las barras de valor absoluto denotan la longitud de una lista. b) Numpy utiliza
la esperanza de la distribucién exponencial como parametro de la misma.

Entrada: n € Z": nimero de generaciones.

Inicializar: tiempos = {}; alturas: lista con n ceros; m := {1,...,n}.

while || > 1 do
tiempo ~ exp (('gl)_l)
Agregar tiempo a tiempos
altura ==Y tiempos (nimero)
Escoger dos ntimeros ¢ y j de 7 sin reemplazo y eliminarlos de 7
Borrar de alturas a los elementos en las posiciones i y j
Agregar altura a alturas
Agregar el punto medio entre ¢ y j a 7
Conectar a ¢ y j con el punto (%, altura)

Salida: tiempos
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Capitulo 3

Movimientos brownianos
coalescentes

A continuacién estudiaremos dos coalescentes principalmente: la web browniana de Fontes et
al. [5] y el flujo browniano de Arratia [1]. Fontes et al. presentaron una generalizacién del
proceso propuesto por Arratia, por lo que veremos el segundo objeto como un caso particular
del primero. Las dos referencias anteriores y [12] son las principales para este capitulo.

3.1 Construccion de las caminatas aleatorias coalescentes en
el plano

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad donde una coleccién de movimientos brownianos inde-
pendientes e idénticamente distribuidos W/, j > 1 estd definida. Sean D = {(xj,tj) ‘ ] > 1}
un conjunto denso numerable en R? y BJ la trayectoria browniana que comienza en x; al
tiempo t;. Més precisamente,

Bl =aj+ Wi, t>t;

Lo que haremos a continuacién serd aproximar a los movimientos brownianos anteriores
mediante caminatas aleatorias representadas en el plano. Consideremos una reticula formada
por los puntos espacio-temporales

Zgar = {(m,n) € 7? ’ T +nes par},

la cual es un subconjunto de Z?, conveniente para mantener la paridad, y tomemos las camina-
tas aleatorias simétricas cuyos puntos de inicio son los elementos de Zgar; esto es, la caminata
que comienza en (z,n) € Z2, y que pasa a los estados (x —1,n+1) 6 (x+1,n+1) con
probabilidad 1/2 en cada caso. Cuando dos caminatas se encuentren en un punto seguiran la
misma trayectoria de acuerdo con la Definicién 2.1.1. Una vez que colisionan dos caminatas
al tiempo n y posicién z, pueden tomar los estados (x — 1,n + 1) 6 (x + 1,n + 1) conservando
la equiprobabilidad. En la Figura 3.1 se ilustra esta construcciéon considerando solamente

algunas trayectorias.!

'Referirse al archivo caminatas_reticula.py.
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3.1. CONSTRUCCION DE LAS CAMINATAS ALEATORIAS COALESCENTES EN EL
PLANO

10

Tiempo

0 T T T
0 2 4 6 8 10

Posicion

. . . . 2
Figura 3.1: Caminatas aleatorias coalescentes que parten de puntos en Zg,,.

Pseudocédigo 4 Caminatas aleatorias coalescentes en ZIQ)ar

Nota: Las barras de valor absoluto denotan la longitud de una lista.

Entrada: n € Z™: ntimero de caminatas; x € Z*: méx. del intervalo espacial; t € Z™:
max. del intervalo temporal.

Inicializar: registro := {} (serd una lista de listas, o matriz).

for i € {0,1,...,n} do
m=1,7=0
while m + j es impar do
Escoger una pareja (m, j) uniformemente en {0,1,...,2} x {0,1,...,t}.
Comenzar la caminata caminata en el punto (m, j) y terminarla una vez que se alcance
t. Utilizar el Pseudocédigo 2. Anadir datos tipo caracter en las primeras j — 1 entradas
para que no sean tomados en cuenta.
for k € {0,1,...,|caminata|} do
for [ € {0,1,...,|registro|} do
if caminata (k) = registro (1, k) then
caminata (s) == registro(l,s) Vs e {j+1,j+2,...,t}
break
Agregar la lista caminata a registro
Graficar la caminata actualizada. Mostrar hasta que i = n.

Salida: Figura
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CAPITULO 3. MOVIMIENTOS BROWNIANOS COALESCENTES

El algoritmo compara entrada a entrada cada caminata (justo después de su simulacién)
con las demads para verificar la coalescencia. Intuitivamente, al escalar el espacio y el tiempo
como 1/4/n y 1/n respectivamente, por la construccién del movimiento browniano a partir
de caminatas aleatorias hecha en la Seccién 1.2, las caminatas aleatorias en la reticula Zf,ar
deberfan converger a movimientos brownianos que comienzan en todos los puntos de R?. Este
proceso limite es la web browniana de Fontes et al.

3.2 Convergencia a la web browniana

La web browniana es una variable aleatoria complicada, puesto que una cantidad no numerable
de procesos deben ser contruidos de manera consistente. Para poder probar la convergencia
en distribucion de las caminatas aleatorias coalescentes que parten de los puntos en Zgar a la
misma, se debe escoger un espacio adecuado que sea completo y separable para garantizar asi la
unicidad de este limite. Un espacio natural para la web browniana es el espacio de conjuntos
compactos de trayectorias, de forma que ésta sea la cerradura casi segura del conjunto de
movimientos brownianos coalescentes. Los detalles del siguiente desarrollo se encuentran en
5] y [12].

Comenzaremos por compactificar R? modificando un poco la definicién del espacio II en la
Seccién 2.1. A este nuevo espacio lo denotaremos como R?. Tomamos ¢y € [—00, 00| y redefini-
mos C'[to] como el conjunto de funciones 7 de [to, o0} en [—o0, 0¢] tales que tanh (v (¢)) / (1 + [¢])
es una funcién continua. Definimos

m=|J Cltol x {to},

toE[—00,00]

donde (v, tg) € II representa una trayectoria v en R? que comienza en (v (t) ,to). Para v (to)
en II, denotamos como ¥ a la funcién que extiende a 7 a [—00, 00| haciendo que ¥ (t) = 7 (¢)
para todo t < tg.

Sea R? la completaciéon de R? bajo la métrica

tanh (z1)  tanh (z2)
1+ |t 1+ |ta| |

p ((z1,t1), (z2,t2)) = [tanh (1) — tanh (t2)| V

Esta distancia mapea las lineas [—o0, 00] x {00} y [—00,00] X {—00} a los puntos (x,00)
y (*,—00) respectivamente e introduce a todas las funciones 7 en un conjunto compacto
(ver [12], Figura 2); esto es, una trayectoria 7 € R2? cuyo tiempo de inicio denotamos por
or € [—00,00] es un mapeo 7 : [0y, 00| = [—00,00] U {*} tal que 7 (c0) = 7 (—00) = * y el
mapeo t — (7T (t) ,t) es continuo en (Rz, ,0). Consideremos la métrica en R?

tanh (m1)  tanh (7m2)

V su —
P 1+t 1+ [¢]

tZO'ﬂ—l Y28

9

d(mi,m2) = ‘tanh (0x,) — tanh (o)

y denotemos por H al espacio de subconjuntos compactos de (II, d) con la métrica de Hausdorff

dy (Ky,K2) = sup inf d(m,m)V sup inf d(m,m2)
m ek, M€K ro€Ky MEKT

donde By es la o-élgebra de Borel asociada con dy. El espacio (H,dy) es un espacio métrico
completo separable, como lo requerimos (ver [13, Proposicién §]).
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3.2. CONVERGENCIA A LA WEB BROWNIANA

Teorema 3.2.1. (Caracterizacién de la web browniana [5, Teorema 2.1 |). Existe una variable
aleatoria (H, By)-valuada W llamada web browniana cuya distribucion estd determinada de
manera unica por las siguientes propiedades:

i) Para cada z € R? determinista existe una tnica trayectoria m, € W, c.s.

i) Para cada conjunto determinista de puntos z1, 2, ...,z € R?, la coleccion
Ci= (s, Magy .o, T2)
esta distribuida como movimientos brownianos coalescentes.

iii) Para cada conjunto denso mumerable determinista D C R?, W es la cerradura de
{7, ‘ z € D} en (I1,d) c.s.

Con el siguiente teorema justificamos la convergencia sugerida en la seccién anterior.

Teorema 3.2.2. (Convergencia a la web browniana [5, Teorema 7.1]). Cada una de las

. ‘ . . . 5
colecciones de trayectorias provenientes de caminatas aleatorias reescaladas Y;( ) = 0Ys5-2; en
tiempo discreto converge en distribucion a la web browniana estdndar conforme § — 0.

Dada la equivalencia del reescalamiento alternativo propuesto en la Secciéon 1.3 con el
que se menciona en el teorema podemos concluir que, en efecto, las caminatas aleatorias
coalescentes definidas al principio del capitulo convergen en distribucién a la web browniana
conforme el nimero de puntos en la reticula Zgar tiende a infinito.

El siguiente resultado es acerca de la densidad del conjunto de trayectorias de la web
browniana que comienza en tiempo 0. Dada W y un conjunto cerrado A C R, definimos el
conjunto de puntos coalescentes como

A = {y eR ‘ y =7 (t) para alguna ™ € W (A x {0})}, t>0. (3.1)

En otras palabras, f;“ es el conjunto de puntos en R que se encuentran en alguna trayectoria
en W que comienza en A al tiempo 0.

Proposicién 3.2.1. (Densidad del conjunto de puntos de coalescencia). Sea £X el conjunto
de puntos de coalescencia de la web browniana W como definido en (3.1). Entonces, para
todot >0 ya<b,

b—a

T

(i) -

El enunciado anterior nos habla de la propiedad de decaemiento desde el infinito, la cual
significa que si comenzamos al tiempo 0 con una cantidad infinita no numerable de trayecto-
rias en el intervalo [a, b], inmediatamente después observaremos que quedan sélo una cantidad
finita, pues (b—a)/ V/mt < oo para todo t > 0. Lo anterior implica que se producen una
infinidad no numerable de coalescencias en el intervalo [0,¢] para todo ¢t > 0. Para la de-
mostracién de este resultado referirse a [12, Proposicién 2.7).

En la Figura 3.2 podemos visualizar una aproximacién a la web browniana a través de
caminatas aleatorias coalescentes como las de la Figura 3.1. El tiempo de simulacion fue
reducido para que se observen mejor las trayectorias y sus coalescencias.
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1000 +

800 A

600 -

Tiempo

400 A

200 A

-20 0 20 40 60 80 100 120
Posicién

Figura 3.2: Simulacién de la web browniana. El cédigo utilizado para generar esta imagen es
el mismo de la seccién pasada (caminatas_reticula.py); inicamente modificamos los valores
de z, t y n (ver el Pseudocédigo 4).

3.3 El flujo browniano de Arratia en un intervalo

A continuacién analizaremos la coalescencia a partir de un objeto cuyas propiedades son més
faciles de estudiar que las de la web browniana: los movimientos brownianos coalescentes que
parten de una recta, donde sin pérdida de generalidad supondremos que esté dada por ¢ = 0.
Arriata probd que este objeto, al que llamé flujo browniano, converge en distribucién a una
coleccién de movimientos brownianos coalescentes en R (ver [1, Capitulo 2, Teorema 1]), lo
cual puede pensarse como una particularidad del Teorema 3.2.2. Gracias a la propiedad de
simetria, es posible simular el flujo browniano en un intervalo generando las trayectorias de
derecha a izquierda (o viceversa) y verificando las colisiones de esta manera, resultando en
que la trayectoria que parte del extremo derecho del intervalo dictara el camino a seguir una
vez producidas todas las coalescencias (ver [1, Teorema 86]).

Como hasta ahora, utilizaremos el escalamiento alternativo de la Seccién 1.3 para la simula-
cién de este coalescente. Consideremos la construccién presentada en la Seccién 3.1, pero
pidiendo ahora que todas las caminatas aleatorias comiencen al tiempo 0; es decir, tomaremos
el conjunto D = {(xj, 0) ‘ j> 1} C R?, el cual es denso numerable en R. Asi, las trayectorias
brownianas estaran dadas por

Bl =x;+ W/, t>0,

donde W; es un movimiento browniano estandar que comienza en 0. Al restringir D a
un conjunto compacto, podemos aproximar estos movimientos brownianos como se mues-
tra en la Figura 3.3. En el primer rectingulo de la misma contamos con las caminatas
aleatorias simuladas, mientras que en el segundo mostramos al que llamaremos diagrama de
coalescencias, el cual conserva la informacion del tiempo y posicion de cada choque entre
trayectorias mostrandolo explicitamente, pero suprimiendo por completo el ruido browniano.
Aunque es cierto que al considerar 25 caminatas el tiempo méximo de simulacién deberia ser
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3.3. EL FLUJO BROWNIANO DE ARRATIA EN UN INTERVALO

(2(25 - 1))2 = 2,304 de acuerdo con el escalamiento, para una mejor visualizacién de las
primeras coalescencias fue reducido a 500.

5001 Tiempo de Gltima
coalescencia: 371

400 A

300 +

Tiempo

200 A

100 A

0 10 20 30 40 50
Posicion

350 1

300 A

250 A

200 A

Tiempo

150 4

100 A

50 1

0 10 20 30 40 50
Posicion

Figura 3.3: Simulacién de 25 movimientos brownianos coalescentes (arriba) y diagrama de
coalescencias asociado (abajo). Los puntos azules en este ultimo representan los puntos de
partida de las caminatas; mientras que los rojos, los puntos de coalescencia.

Observemos que el ntimero de coalescencias cerca del tiempo 0 es muy grande y que con-
forme t — oo se producen cada vez en menor medida. Si fuera posible simular una cantidad
infinita no numerable de trayectorias en lugar de las 25 mostradas, esta propiedad seguiria
cumpliéndose y, méds aun, quedarian tan solo una cantidad finita de las mismas en la parte
superior del grafico. Esto es consecuencia del decaemiento desde el infinito de la Proposicion
3.2.1. A continuacién mostramos el pseudocédigo para la simulacién de este coalescente.?

2Referirse al archivo caminatas_recta.py.
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CAPITULO 3. MOVIMIENTOS BROWNIANOS COALESCENTES

Pseudocédigo 5 Flujo browniano

Notas: a) Las barras de valor absoluto denotan la longitud de una lista. b) El indice —1
representa el ultimo elemento de una lista.
Entrada: n € ZT: ntimero de caminatas; t,,q, € Z: tiempo méximo de simulacién.
Inicializar: caminatas = {{0.5,...,0.5}}.

N——

tmaz+1 veces
Nota: Utilizamos el nimero 0.5 para que la primera caminata no cumpla el condi-
cional if
for j € {0,1,...,2n — 2} do
caminata = {j}, valor = j
Utilizar el Pseudocédigo 2 para llenar las t,,q, entradas de caminata.

for i € {0,1,...,|caminata|} do
if caminata (i) = caminatas (—1,7) then
caminata (s) == caminatas (—1,8) Vs € {i+ 1,1+ 2,... tmaz}
break

Agregar caminata a caminatas
Graficar la trayectoria simulada. Mostrar hasta que j = 2n — 2.

Salida: Figura

Notas: a) La salida del codigo en el respositorio consiste no unicamente en la figura, sino
también en el tiempo de ultima coalescencia, entre otros aspectos. Esto serd de utilidad en la
siguiente seccién, pero no lo incluimos en el pseudocéddigo porque el algoritmo es muy extenso.

b) El diagrama de coalescencias fue construido a partir de guardar los puntos de interseccién y
generar segmentos de recta, de manera similar a como hicimos con el coalescente de Kingman
en la Seccion 2.3, y es la razéon de que guardemos la informacién de todas las caminatas y no
Unicamente de la tltima.

3.3.1 Densidad del tiempo de iltima coalescencia

El tiempo de tltima coalescencia en un conjunto de movimientos brownianos estandar coales-
centes que parten de un segmento recta depende inicamente de la colisién de las trayectorias
que se encuentran en los extremos del mismo, pues cuando ocurre este evento podemos ase-
gurar que las trayectorias internas coalescieron previamente. Asi, el problema del calculo del
tiempo de ultima coalescencia se ve reducido a encontrar la distribucién de la primera inter-
seccién de dos movimientos brownianos independientes entre si y separados inicialmente por
una distancia x > 0 (la longitud del intervalo); es decir, la distribucién de la variable aleatoria

ri=inf {t>0| Bf <W,},

donde Bf = x + W; (con Wi un movimiento browniano estdndar) y W; son movimientos
brownianos independientes que empiezan en x y en 0 respectivamente.
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3.3. EL FLUJO BROWNIANO DE ARRATIA EN UN INTERVALO

Proposicién 3.3.1. Sea W; un movimiento browniano. El proceso Xy = —W; es también un
movimiento browniano.

Demostracion. 1) Xo =0 c.s.:
Xg=-Wp=0 c.s.

ii) Trayectorias continuas: El proceso W, es por hipétesis un movimiento browniano estandar,
por lo que sus trayectorias son continuas y, como el producto de una funcién continua
y un escalar es una funcién continua, las trayectorias de X; también lo son.

iii) Incrementos independientes: Por el inciso anterior, X; — X 4 Wy —Wy y obtenemos que
Wy —Ws) L (W, —W,) si0<wv<u<s. En consecuencia, (X; — X;) L (X, — Xy).

iv) Incrementos estacionarios: Seant,s € [0,00), s < t. Sabemos que X;—Xg = — (W; — W)
y como Wy—Wy ~ N (0,t — s), entonces — (Wy — W) ~ N (=0, (=1)%t — 5) = N (0,t — s).

Por tanto, el proceso X; es, en efecto, un movimiento browniano. M4&s atn, es un
movimiento browniano estandar. =

Consideremos ahora dos movimientos brownianos W; y BY; el primero estandar y el se-
gundo tal que Bf = z con x > 0.

Proposiciéon 3.3.2. El proceso Bf — Wy es un movimiento browniano de varianza o =2
que comienza en .

Demostracion. 1) Bf — Wy =z c.s.:
B —Wy=z—-0==x c.s.
ii) Trayectorias continuas: Bf y W; son ambos movimientos brownianos, por lo que tienen

trayectorias continuas. La suma de funciones continuas es continua, con lo cual el
proceso Bf — W, cumple con esta propiedad.

iii) Incrementos independientes: Sean s,t € [0,00) tales que s < t. Observemos que
(Bf =Wi) — (B = Ws) = Bf =W, — Bf + W, = (B — BY) — (W, = W),

y, como Bf y W; son movimientos brownianos, ocurre que (Bf — B?Y) L (Bf — BY)

y We—Ws) L Wy —W,)si0 <wv<u<s Entonces (Bf —BY) — (Wy—Ws) L
(By — By) = (Wy = Wo).

iv) Incrementos estacionarios: Sean s,t € [0, 00) tales que s < ¢. Entonces

(B = Wi) = (B = W) = (Bf — B) — (Wi = W)
= (.%'+Bt—(.%'+Bs)) —(Wt—WS)
= (Bt — Bs) — (Wy — Wy).

Recordemos que By ~ N (0,t) y en consecuencia By — Bs ~ N (0, — s). Andlogamente,
Wt —Ws NN(O,t—S) y asi (Bt—Bs) — (Wt—Ws) NN(O,2(t—S)) .

Por tanto, el proceso Bf — W; es un movimiento browniano que comienza en x. n
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CAPITULO 3. MOVIMIENTOS BROWNIANOS COALESCENTES

Procederemos a encontrar la densidad del tiempo de ultima coalescencia. Observemos que
BY = Wy siysélosi BF—W,; = 0y definamos el tiempo de paro 7, = inf {t >0 ‘ BY - W, < 0}.
Por el teorema de probabilidad total,
P(Bf =Wy <0)=P(Bf —W; <0| 7 >1t)P (2 > 1)
+P(Bf =Wy <0 | 7 <t)P (7 <),

y como T, > t implica que Bf — W; > 0, entonces }P’(Bf W <0 | Ty > t) = 0. Asi,
PBf =Wy <0)=P(Bf =W <0 | 1 < t)P(r, < t).

Ahora bien, como consecuencia de la Proposicién 3.3.2, By, — Wy, — (fo — WTI) =
x

¢1r, —Wsir, es un movimiento browniano y, por el principio de reflexiéon (Proposicién 1.1.3),
- 1
P(Bf —W; <0) = i]P)(Tw <t).

Dado que el proceso Bf puede reescribirse como = + W;, donde W; es un movimiento
browniano estandar, la igualdad anterior se transforma en

P(l'—F/Wt—WtSO):]P)(Wt—WtS—SL'):%P(TIét).

La distribucién de los procesos independientes W; y Wt es N (0,t). Entonces, por la
Proposicién 3.3.1, —W; es un movimiento browniano estandar y —W; ~ N (—O7 (—1)275); es
decir, —W; ~ N (0,¢) y por tanto Wy + (—=W;) ~ N (0, 2t). Estandarizando:

—~

Wy — Wy

o Mo,

Con lo anterior,

— (3.2)
—9p <Wt — Wt > X >

eV /2 dy,

_ 2 /°°
_\/271' z/V/2t

y derivando respecto a t obtenemos la funcién de densidad de 7,:

o0 — z/\/ﬁ 2 w2
fr(t) = 9 2/ eV 24y | = 2 e ( 2 V(o =T %, (3.3)
ot \\2r Joyva V2T 4t3/2 2V 3

Asi encontramos la ley que sigue 7, = inf {t >0 | BY < Wt}, el tiempo de dltima coales-
cencia.
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3.3. EL FLUJO BROWNIANO DE ARRATIA EN UN INTERVALO

Observacion: Conforme el nimero de trayectorias aumenta, el tiempo necesario para que
se produzca la ultima coalescencia también lo hace; es decir, sélo depende de la distancia
inicial maxima.

En la Figura 3.4 se muestran la densidad empirica o numérica y la grafica de la funcién
[z, para una distancia entre trayectorias de = 18 (10 caminatas). La relacién de proporcién
entre las variables x y t dada por el reescalamiento en la Seccién 1.3 permite la consistencia
de los calculos y el ajuste adecuado del histograma por la curva roja.?

0.0030 A = Tedrica
mmm Empirica

Densidad

200 400 600 800 1000
Tiempo

Figura 3.4: Densidad de 118 con 200,000 simulaciones y tiempo maximo de simulacién tg =
1, 000.

El ntimero de realizaciones en las cuales la coalescencia no se produjo antes de tg ocurrié
un total de 62, 260 veces, por lo que

62, 260
200,000

Este valor se acerca mucho a la probabilidad tedrica de coalescencia antes de tg dada por
la integral, que al calcular numéricamente nos permite obtener un error de aproximacién:

P (15 < 1,000) = 1 — P (15 > 1,000) ~ 1 = 0.6887.

2 o0
0.6887 — — /
V27 J18/,/2(1,000)
el cual es pequeno y tiende a cero conforme el nimero de iteraciones crece. Es importante

tomar en cuenta que € es una variable aleatoria, pues el nimero de valores excedentes es
aleatorio.

€= eV dy

~ (0.00137819977526,

3.3.2 Finitud e integrabilidad

Los siguientes resultados son propiedades de la variable aleatoria 7.

Proposicion 3.3.3. El tiempo de dltima coalescencia es finito c.s.

3Referirse al archivo densidad_mb.py.
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CAPITULO 3. MOVIMIENTOS BROWNIANOS COALESCENTES

Demostracion. Efectuando un célculo directo:
2 2 2 T
P(rp < 0) = lim —— / / e 2 dy = w/==1.
(a t—00 /27 /\ﬁ \/27r 0 Y V2 2

Proposiciéon 3.3.4. La variable aleatoria T, no es integrable.

Demostracion. Por la definicién de esperanza,

(e.] T _ﬁ
E(Tr):/o v L
T 1 22
:M/o N

L /11 5 dt+ " /Ool 5 dr
= — — €6 4t e — € 4t .
Qﬁ 0 ﬁ Qﬁ 1 \/i

La primer integral es positiva y finita, pues como la distancia entre los dos movimientos

12
brownianos es positiva, entonces x? > 0, lo cual implica que e”# < 1 parat € (0,1) y

L R |
/Oﬁe_“dt</o\/£dt:2
De lo anterior, obtenemos la desigualdad
oo 1 2
E (15) > 5 \f 7 — dt.

Probaremos a continuacién que esta integral es divergente. Tomemos

2
xr
_e2 e p?
u=e @,y =
’ 4¢2

Integrando por partes,
00 00 a? 2
1 2 22 -7
/ — e 4t dt = <2\/i e_4t> —/ 2\[ dt
1Vt 1

)25

Sea w = x/+/4t. Entonces dw = —z/ (47&3/2) dt y tenemos que dt = —4t3/2/x dw. Ademis

x T T 0
= — im — = 0.
2V e vm
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3.3. EL FLUJO BROWNIANO DE ARRATIA EN UN INTERVALO

Aplicando este cambio de variables, obtenemos que

x z2 & 1'2 0 2 4

— e wm dt= 2Vt e_4t> - / e v (—) dw
1Vt < 1 2 x/2 T

ac2 0 $/2 2

= (2\/1? e_4t> — 293/ e dw

1 0

12 2 CC/2 2
= lim <2ﬁ e_4t> — Qe /4 21:/ e dw.
0

[e.9] 1 2

t—o00

Los dos ultimos sumandos estan bien definidos y son finitos. Para el primero,

z2
lim (2\/{5 6_4t> = 00.
t—00
Por tanto,
* 1 a? d
— e 4t dt = oo,
1 Vi
lo cual implica que E (7,) = occ. |

3.3.3 La ecuacién del calor

La forma general de la ecuacion del calor unidimensional con constante de difusiéon D es la
siguiente:
Oyt — DOypu = 0,

u(0,z) = f(=),
4

La anterior es una ecuacién diferencial parcial parabdlica que modela, entre otras cosas®,
la difusién de calor sobre la recta real a través del tiempo a partir de una distribucién inicial
de calor, la cual estd dada punto a punto por la condicién inicial f : R — R.

La relacion entre el movimiento browniano estandar y la ecuacién del calor es muy estrecha,
pues la funcion de distribucién del primero es una campana gaussiana para cada tiempo, que a
su vez soluciona el problema del calor anterior con D = 1/2 (ver [14, Seccién 4.3]). La ecuacién
del calor es lineal y la resta de dos movimientos brownianos es un movimiento browniano, por
lo que su funcién de distribucién debe ser también solucién de una ecuacion.

El problema del calor con constante de difusién 1 y condicién inicial f : R — R en forma
general es el siguiente:

(t,z) € (0,00) x R.

Oyt — Opgu = 0,
u(O,x) = f(.CU),

En esta subseccién estudiaremos un problema de este tipo.
Sea i la medida de Lebesgue en R.

(t,z) € (0,00) x R. (3.4)

“Esta ecuacién (o su equivalente en una dimensién mayor) no sélo modela la difusién de calor en una
superficie, sino también de sustancias en liquidos, gases en el espacio e incluso muchedumbres en movimiento
en una ciudad, por mencionar algunos ejemplos. Por ello, tal vez un nombre méas adecuado seria ecuaciéon de
difusién, pero nos referiremos a ella como ecuacion del calor para distinguirla claramente de las difusiones del
Capitulo 4.
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Definicion 3.3.1. Definimos el espacio de funciones esencialmente acotadas en R como
L (R) := {f R—=R ‘ [ es Lebesgue medible, || f]|zr) < oo},

donde ||f||£oo(R) = ess supg | f| :== inf {M € [0, o< | ‘f(x)| < MVzeR\E, p(F)= 0}.

Es decir, f € £ (R) si existe M > 0 tal que | f (z)| < M casi en todas partes (c.t.p.). A
M se le llama cota esencial de f. Al infimo de las cotas esenciales de f se le llama supremo
esencial de f y se denota como ess supg | f|.

El siguiente resultado nos da la solucién del problema (3.4) en forma integral.

Teorema 3.3.1. (Solucién de la ecuacién del calor con condicién inicial). Sea g € L (R)
una funcion continua y definamos

)2
u(t,w>=/H<t,x—y>g<y>dy, con H (t,x —y) = —— =T (3.5)
R

A H se le llama nicleo del calor. Entonces
i) ue C>((0,00) x R),
i) Oyu — Oggu =0 con (t,z) € (0,00) x R y

ii1) lim  w(t,x) = g(xo) para todo xy € R.
(t,2)—(0,20)

La demostracién de este teorema puede consultarse en [15, Teorema 1, Seccién 2.3].
A continuacién veremos que la funcién P (7, < t) en (3.2) satisface un problema del calor
n (0,00) x R. Consideremos la ecuacién

Oy — Oppu = 0,
w(0,2) =2 Tycoy (z) =1 g (2),

Notemos que g € L> (R) pues es Lebesgue medible y g (x) < 2 para todo z € R (y
ess supg |g| = 2) pero no es continua en x = 0, por lo que no podemos garantizar que se
cumpla el tercer inciso del Teorema 3.3.1. Sin embargo, probaremos que u definida como en
(3.5) cumple ser solucién c.t.p. en z. Primero verificaremos la igualdad entre las derivadas y
posteriormente la convergencia a la condicién inicial para todo z¢ € R\{0}.

La convolucién de la condicién inicial con el nicleo del calor es

(t,z) € (0,00) x R. (3.6)

_(a— y) _(a— y>2

1
2.1 y) dy
27t Ja© w0y W& =5 /
Haciendo el cambio de variables v = (x — ) /v/2t, dv = —1/+/2t dy en esta 1iltima integral,

obtenemos que
t :1;, \/>/ *’U2/2
/V2t

la cual efectivamente es la funcién P (7, < t). Podemos escribir a ésta como sigue:

u(t,z) =

u(t,x) = \/ﬂ//\/» e V)2 dy=1- \/ﬂ/ e V2 gy, (3.7)
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Derivando dos veces respecto a z,

0? 2 [V L,
8xxu (t, I) == @ 1-— \/%/0 eiy / dy

y por la relacién (3.3) ocurre que
Ozzu (t,x) = Opu (t, x),

cumpliéndose asi la igualdad entre las derivadas.

Procederemos a probar la convergencia a la condicién inicial c.t.p. Observemos que no
podemos sustituir ¢ = 0 en la formula de u y en consecuencia debemos calcular el limite
cuando t | 0:

e Siz>0:
2 a:/\/Tt P 2
lim [1——— /2 g —1—/ eV dy = 0.
g (1 [ :
o Sizx<O0:
2 z/V2t 2 2 - 2
lim [1- — e V2 g :1—/ e V2 g
t—0+ < 2T /0 y) \V2m Y
—1+/ e V2 dy
e Siz=0: v
9 0
lim (1—/ ey2/2dy>—hm1_1
t—0+ V21 Jo t—0+
Es decir,
0, si >0,
g(z) = lim u(t,x) =¢2, si z<0,
t—0+
1, si =0,

donde la primera igualdad ocurre c.t.p. (en R\{0}).
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Por tanto, la funcién P (7, <t) satisface el problema del calor (3.6) con el detalle de
que la convergencia a la condicion inicial g es casi en todas partes. Esta ecuacién tiene la
siguiente interpretacion: al tiempo cero la probabilidad de que dos movimientos brownianos se
intersequen es también cero, ya que estamos considerando que comienzan en puntos diferentes
y es por ello que g = 0 si x > 0. La probabilidad se encuentra en principio concentrada en los
valores de = negativos para que, en cuanto los movimientos brownianos comiencen a moverse,
se difunda hacia los positivos pues para tiempos mayores que cero la probabilidad de colision
ya es positiva. Conforme el tiempo avanza es cada vez mas probable que las trayectorias ya
se hayan encontrado, pues

1 < = |j g
tlgIOlOIP’(Tx <t) tli>rlolou(t,a:) 1,

tal y como probamos en la Proposicién 3.3.3. En la Figura 3.5 podemos observar la evolucién
de u (t, ) al graficar las curvas solucién para ciertos valores de t.

Figura 3.5: Condicion inicial y curvas solucion del problema 3.6.

El método numérico usado para calcular la familia de integrales en la ecuacién (3.7) y
graficar las curvas solucion es el siguiente:

Proposicién 3.3.5. (Método de integracién Monte Carlo). Sean [a,b) CR y f: R — R con
Sop (f) = la,b] una funcion integrable en (a,b). Dada la particion P ={a =20 <z1 < ... <

xn, = b}, donde cada uno de los puntos x1,xa,...,Tn—1 €s generado por una distribucion de
probabilidad U (a,b), podemos aproximar la integral de f como

b
/a f(a:)da:zb;a
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3.3. EL FLUJO BROWNIANO DE ARRATIA EN UN INTERVALO

Demostracion. Sea X ~ U (a,b). Por la definicién de esperanza,

b b
E(/(X0) = [ fa)ox @do= [ o) s do= = [ f@)do

de donde .
[ e = - aE (7 ().

Por la ley fuerte de los grandes ntimeros,

b . b_an—l
P /af(:c)d:n:hm ;f(:m) =1,

n—o0 n
por lo cual la suma del lado derecho en (3.8) converge a la integral del lado izquierdo c.s. m

Nota: Una manera cuantitativamente equivalente de escribir el problema del calor anterior
es utilizar condiciones de frontera de Dirichlet: u (¢,0) = k, x > 0. Sustituyendo z = 0 en la
solucién (3.7) obtenemos que u (t,0) = 1. Por otro lado, la condicién inicial de la ecuacién es,
por los limites calculados previamente,

0, si >0
h(z) = lim u(t,z) =1 e
t—0+ 1, si z=0.

Asi, el problema del calor con condiciones de frontera de Dirichlet es

Oy — Oppu = 0,
w(0,2) =h(z), (t,z)€ (0,00) % [0,00), (3.9)
u(t,0) =1,

el cual ya no requiere realizar una extension del dominio espacial a valores negativos, pues la
probabilidad serd suministrada en todo tiempo en el punto 2 = 0 (cuando contamos con un
unico movimiento browniano) hasta que la solucién alcance el limite 1.
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Capitulo 4

Procesos de 1to: Interseccion de
trayectorias

En este capitulo generalizaremos ciertos aspectos desarrollados anteriormente para trabajar
con coalescentes de procesos que son soluciones de ecuaciones diferenciales estocédsticas pero
no movimientos brownianos estdndar. Una ecuacién diferencial estocastica (EDE) es una
ecuacion diferencial cuya dindmica se encuentra gobernada por un término determinista pero
alterada por otro término estocastico, también conocido como ruido. Si bien la primera EDE
se le atribuye al fisico y quimico francés Paul Langevin a principios del siglo XX [16], la
teoria del cédlculo estocdstico se formalizé debido a la necesidad de extender el concepto de
diferenciabilidad al movimiento browniano [14], pues como lo indicamos en la Proposicién
1.1.2, este proceso en principio no cumple dicha propiedad. La utilidad de este tipo de ecua-
ciones en las aplicaciones es enorme, puesto que los fendémenos biolégicos, fisicos, financieros
y sociales cuentan muy a menudo, si no es que siempre, con variables externas al sistema que
son ruido o debido a la complejidad de su modelacién pueden considerarse como tal. Aunque
existen diferentes formas de construir una EDE (por ejemplo, via la integral de Stratonovich),
utilizaremos la integral de It6 de aqui en adelante, pues esto nos permitira trabajar con martin-
galas. En este capitulo mostraremos algunos ejemplos de EDEs, simularemos sus trayectorias,
encontraremos numéricamente y, cuando sea posible, analiticamente la densidad del tiempo
de coalescencia entre dos de ellas y propondremos una forma general de simular al coales-
cente con un numero finito de trayectorias. A pesar de que en dos de los tres ejemplos que
trataremos a continuacion obtendremos la férmula cerrada del proceso solucion de la ecuacion,
utilizaremos el método numérico de Euler-Maruyama para simular las trayectorias del mismo.
Las referencias principales para este capitulo son [7, 8, 9, 14, 17, 18, 19].

4.1 Ecuaciones diferenciales estocasticas

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad.

Definicion 4.1.1. Definimos el espacio de procesos cuadrado integrables como

9 9 1/2
L5(P):=<¢X:Qx[0,00) >R E(Xt> < oo para todot >0, .
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4.1. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Definicién 4.1.2. Un proceso simple (¢ (¢)) o ©s aquel de la forma

3 (t) - thi]lte[ti,t¢+1) (t) ’
1=0

donde tg < t; <t < ...y para cada i el proceso &, € L2 (P) es F;,-medible. Sit € [tp_1,tx),
definimos la integral I : 2 x R — R del proceso simple como

k—1
L=>¢(t) (Wtj+1 - Wtj) () (W= W) (4.1)
=0

Definicién 4.1.3. Sea (W), un movimiento browniano y sea (5 (t)) un proceso cuadrado

>0
integrable, con trayectorias continuas y adaptado a la filtracién {]:t}tZO‘ Definimos la integral

de Ttd6! como . .
T = / &(s)dW, = ILm €n (s)dWy en L2 (P), t >0, (4.2)
0 = Jo

donde {gn (s)}io es una sucesién de procesos simples que cumple

=0
. ! 2 _
nlgn;oE </0 (&n (s) —£(s)) ds) =0.

Los teoremas de existencia de la sucesién {ﬁn (s)}ZO:O y de la integral de It6 definida arriba
pueden consultarse en [18, Teoremas 1.3.2 y 1.3.3].

Proposicién 4.1.1. Para £ (t) € L2(P), la integral definida en (4.2) es una martingala
respecto a la filtracion {Fi} -

Demostracion. Denotaremos al espacio de martingalas cuadrado integrables como My. La
idea serd probar que la integral estocastica de un proceso simple es una martingala y uti-
lizaremos que Mo es un espacio de Banach para extender el resultado.

SeaT' > 0. Tomemos 0 < s <t < T ysupongamos que s y ¢ se encuentran en subintervalos
diferentes de P. Entonces existen dos puntos t,, y ti tales que t,, < tx v s € [tm,tm+1) ¥
t € [tg,tg+1). Reescribimos la ecuacién (4.1) como

It = Z 5 (tj) (Wthrl - Wtj) + § (tm) (th+1 - th)
=0
jk—l
Y () (W — W) () (W - ).
j=m+1
Entonces
m—1
E(I, | F) =E £ (t;) (Wth - Wtj> ‘ F | +E (g (tm) (Wi — Wi ’ ]-'S>
7=0

X (4.3)
+E kzl £ (t5) (W — W3,) ’ Fo| +E () (- W) | 7).

j=m+1

!Toma el nombre del matemético japonés Kiyoshi Ité (1915 — 2008).
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

Como t,, < s, el primer término del lado derecho de la ecuacion anterior es Fs-medible.
Para el segundo término, usando que el movimiento browniano es una martingala tenemos
que

E (¢ (tn) (Whs = We) | Fo) = & () (B (Way | 7o) = Way, ) = & () (Ws = W, ).

Falta corroborar que la esperanza condicional de los ultimos dos términos de (4.3) es 0. En
el pentltimo término la esperanza puede entrar en la suma, y al usar esperanzas condicionales
iteradas obtenemos que

:%;E (g (t;) (th . Wtj) ‘ ]:S) - :%;E <IE <§ (t;) (Wtj+1 - Wtj) ’ ftj> ' .7-“5>
- 4§1E <g (t;) <IE (Wi | 7)) — Wt].> ‘ f3>
- kzl E (5 (t) (Wi, - ws,) ‘ f5>
Andlogamente,

E (5 (tr) (Wi — We,) ‘ fs)

B (B (s (- W) | 7,)| )

_E (5 (t) <IEJ (w, ] Fi) - Wtk> ] ]-'s>_

=E (£ (t0) (Wa, W) | )

=0.
Sumando los desarrollos de los cuatro términos:
m—1
E (| ) = 0 € (t5) (Ways = Wiy ) + € (bn) (We = Wa,,) = L.
=0

Con esto probamos que la integral de un proceso simple es una martingala. Finalmente
como My es completo (ver [14, Proposicién 5.23]), el limite de sucesiones en Ms es un
elemento de M. Concluimos entonces que la integral de It (4.2) es una martingala. m

Proposiciéon 4.1.2. La variacion cuadrdtica acumulada hasta el tiempo t por la integral de
Ité (4.2) es

(T.2), = /0 €2 (u) du.

La demostracién de este resultado en una versién mas general puede consultarse en [14,
Pag. 138]. En este caso la martingala continua que consideraremos es el movimiento brow-
niano, y es por la Proposicién 1.1.4 que el diferencial de la integral es du.
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4.1. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Definicién 4.1.4. Sean O,I' : [0,7] x R — R. Una ecuacién estocéstica es aquella de la

forma
dX; =0 (t, Xt) dt+T (t, Xt) AW,

definida para t € [0,7T] y con condicién inicial la variable aleatoria Xy que se presupone Fy-
medible e independiente del movimiento browniano. La ecuacién anterior se puede reescribir
en forma integral como

t t
X, _X0+/ @(s,XS)ds—i—/ T (s, X,) dW,, (4.4)
0 0
en donde la primera integral es una integral de Lebesgue-Stieltjes, mientras que la segunda es

una integral de It6. Al proceso X; se le llama proceso de It6 o solucion fuerte de la EDE.

Las funciones © y I' se llaman coeficientes de deriva y difusién respectivamente. Kl si-
guiente teorema establece las condiciones para que la ecuacién diferencial estocdstica (4.4)
tenga solucién tnica.

Teorema 4.1.1. (Teorema de existencia y unicidad). Si © y I' son funciones continuas tales
que existe K < 0o con

i) condicion de Lipschitz:
©(t2) =0ty + |0 (t2) -T(ty)| < K|z —yl,
it) condicion de crecimiento:
O (t,z)|+ | (t,z)] < K (1+ |z]),
ii1) cuadrado integrabilidad:
E (Xg) < o0,

entonces para todo T > 0 la ecuacion (4.4) admite una solucion inica en el intervalo [0,T].
Mas ain, esta solucion (Xs)y<z<p, cumple

E( sup | X | < 0.
0<s<T

La unicidad significa que si (Xt)g<i<p Y (Yt)o<i<r SO0 dos soluciones de la ecuacion (4.4),
entonces para todo 0 <t <T, X; =Y, c.s.

Una demostracion de este teorema puede leerse en [14, Teorema 2.9].
La siguiente herramienta resulta ser de gran utilidad para resolver algunas ecuaciones
diferenciales estocasticas.

Teorema 4.1.2. (Férmula de It6-Doeblin?). Si X; es un proceso de Ité dado por (4.4) vy
f(t,x) es una funcion de clase C' ent y de clase C? en x, entonces el proceso Yy = f (t, X;)
es también un proceso de It6 y satisface la ecuacion estocdstica

A5 = i 6 X0) db + o (6, X0) X0 + 5 o (6, X0) (4X0)°

2Este resultado también se le suele atribuir, desde el afio 2000, al matematico francés Wolfgang Doeblin
(1915 — 1940). Ver [8, Seccién 4.9].
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

La demostracién del teorema puede ser consultada en [14, Teorema 3.3].
Para calcular el término (dXt)z, hacemos uso de la siguiente proposicién:

Proposicién 4.1.3. La variacion cuadrdtica del proceso (4.4) es

2 = t 2 S S.
(dx,) —<X,X>t—/0r (s)d

Demostracion. Para simplificar la notacién, tomemos

t t
L= [T X)aW, v = [ OsX)ds
0 0

De acuerdo con la Definicién 1.1.9, la variacién cuadrética de (4.4) estd dada por

%)

(%,
(Xo + Tigs + Tiya — (Xo+ Ty + ztj)>2

i
L

X, X), = lim
(X X0, ITT]|—0 4=

HO

3 u

= lim
[TT]|—0 <=

L[]

zh
H O

= lim
ITT]|—0 <=

M

jt]H— j (Iw—ztj))z (4.5)

:M
._. O

n—1

2
= i ( . ) I (71 - 1)
IS < Toes =T )+ o, g\

n—1
+2 1im 3 (T~ 5y ) (T — ) -
=0

[[TI]]—0 4
J_

Por la Proposicion 4.1.2, el segundo término en el lado derecho de la ultima igualdad
converge a la variacién cuadrética de Z en el intervalo [0,¢]. Los otros dos términos pueden
ser acotados de la siguiente manera:

n—1 n—1

2
X, X), = (L.D),+ lim <j —j.) +2 lim
X X)e = D+ lim 0\l 1l —0 &

ti+1
/ O (s, Xs)ds

<\7tj+1 - \7tj) (Itj+1 _Ity)

n—1

<(T.T), + 1 ’ .y
= >'5—|_||Hl|]|(go 0k Tty = Tty

2 lim ‘It
(11T =0 0<kon1

~ T,

J

J+1

Ahora bien,




4.2. EL METODO DE APROXIMACION DE EULER-MARUYAMA

de donde

t
(X, X), < <I,I>t+/0 ‘@(S,XS)‘dS ||llli||rgo ogrl?gafq"ﬁj“ - T

s~ Ly

t
+2/ 1O (s, X,)|ds lim max ‘It
0 ITI|—0 0<k<n—1

Los dos limites en la desigualdad anterior son cero debido a la continuidad de las integrales
Ji v Z;. En particular, los limites

n—1 n—1

lim (~7t]‘+1 - ~7tj>2 y  lim (jtj+1 - jtj) (Itj+1 _Itj)

II}|—0 II||—0
-0 Ii—0

en la ecuacién (4.5) son ambos cero. Obtenemos asi que

(X,X), =(Z,1), = /0 I'?(s)ds,

con lo que concluimos la demostracién. n

4.2 El método de aproximacion de Euler-Maruyama

El siguiente método numeérico es una extensién del de Euler para aproximar la soluciéon de una
EDE con la forma (4.4), y debe su nombre al matemético aleman Leonhard Euler (1707—1783)
y al matemético japonés Gisiro Maruyama (1916 — 1986).

Consideremos la discretizacién del tiempo 0 = tp < t1 < to < --- < t,, = T del intervalo
[0,7]. La aproximacién de Euler-Maruyama es un proceso estocédstico a tiempo continuo
Y = (Y1) g<1<p que satisface el esquema iterativo

Vi1 =Y+ 0 (6, Ys) (tiy1 — t:) + T (4, Y;) (W,
=Y+ 0O (t, V) A + T (t,Y;) AW,

i+l __14Qi>

(4.6)

dondei=1,2,.... N=1,Y (t;) =Y;, Yo = Xo, Ai = tiy1 —ti y AW; = Wy, — W;,. Sila
particién del intervalo [0, 7] es equidistante, entonces A; = A =T /N.

La justificacién de la férmula anterior es la siguiente. Dada la ecuacién (4.4), podemos
escribir a los incrementos del proceso solucién X; como

tit1 tit1
ti t;

Cada término en el lado derecho de la ecuacién anterior aproxima a su correspondiente
término en la ecuacién (4.4). Por la propiedad de incrementos estacionarios, AW; = Wy, 11 —
Wi, ~ N (0,A) y al estandarizar obtenemos que AW, ~ vA AN (0,1). Podemos entonces

reescribir la ecuacién (4.6), con propédsitos de aproximacién, como
Yie1 = Yi+© (4, Y;) T/N +T (1, ;) VTN 7,

donde i =1,2,...,N —1y Z ~ N (0,1). Para leer méds sobre la convergencia del método y
las modificaciones que se le pueden hacer, referirse a [19, Capitulo 7.
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

A continuacién utilizaremos la aproximacién de Euler-Maruyama® para simular trayec-
torias de los procesos solucion de algunas EDEs y estudiar propiedades de su interseccién.

Pseudocdédigo 6 Euler-Maruyama

Nota: El indice —1 representa el iltimo elemento de una lista.

Entrada: n € Z™: nimero de pasos; tmer € RT: méximo del intervalo de tiempo; zg > 0:
condicién inicial; O, T': coeficientes de deriva y difusién (funciones).

Inicializar: X := {x}, tiempos: particién de [0, t;,q2] con n elementos.

A =tz /n
for i€ {0,1,...,n—1} do
y~N(0,1)

valor := X (—1) + © (X (—1), tiempos (1)) A + T (X (1), tiempos (—1)) VA y
Agregar valor a X

Graficar tiempos contra X

Salida: Figura; X.

Aproximacién al punto de interseccion

Simularemos las trayectorias de dos procesos solucién }A/t y Y, de algunas EDEs con diferentes
condiciones iniciales y encontraremos numéricamente el punto de intersecciéon. Este no puede
ser obtenido (casi nunca) con exactitud, nuevamente debido a la discretizacién del tiempo y
espacio en el método de Euler-Maruyama.

Sean yo la condicién inicial del proceso }A/} y y1 la de Y;. Sin pérdida de generalidad,
supongamos yg < y1 y definamos el tiempo de intersecciéon como

r=inf{t >0|Y, <V}

Al discretizar las soluciones, el infimo anterior podria encontrarse lejos del punto de in-
terseccion observado, por lo que la aproximacién no seria muy buena. Sin embargo, que una
trayectoria de Y, se encuentre por debajo de una de 1715 a partir del tiempo t; es una condicién
de paro adecuada para el algoritmo. Lo que haremos a continuacién serd una correccién que
nos garantice una mayor precision al realizar la aproximaciéon al punto de interseccion cuando
el tamano de paso es pequeno.

Supongamos que tj es el primer tiempo en la particién del intervalo de simulacién para
el cual la condicién de paro Y; < }Aft se satisface. Entonces ?t,ﬁl — }A/tkfl > 0 y podemos
aproximar el punto de interseccién considerando alguna de las siguientes dos opciones:

1.
tg +tr—1 Ytk + Ytk-—l

Ezi 7T = —
2 y @ 2 ’

3Para el algoritmo general, referirse al archivo euler_ maruyama.py.
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4.3. EL MOVIMIENTO BROWNIANO GEOMETRICO

Y, + Yo,

y = 9

En ambos casos estamos tomando como coordenadas de interseccién los puntos medios de
dos segmentos de recta, puesto que en las dos situaciones la primer coordenada es el punto
medio del intervalo temporal en donde sabemos con certeza que se produjo la interseccion.
No obstante, la segunda coordenada varia en cada caso pero en ambos representa el punto
medio del segmento de recta espacio-temporal de alguna de las trayectorias. Por cuestiones
practicas y sin pérdida de generalidad, haremos uso siempre del primer caso.

Observacion: Consideremos dos trayectorias asociadas a las verdaderas soluciones de (4.4)
con condiciones iniciales yo y y1 y supongamos que se intersecan en el punto (t*,z*). En-
tonces (£,%) y (t,7) tienden a (t*,2*) en distribucién conforme el nimero de pasos N del
método de Euler-Maruyama tiende a infinito, ya que bajo este limite las trayectorias simula-
das convergen en distribucion a las verdaderas.

Esta correccién se puede implementar de la siguiente manera:

Pseudocédigo 7 Punto de interseccion

Entrada: n € Z": nimero de pasos; tmee € RT: maximo del intervalo de tiempo; z¢ > 0:
primera condicién inicial; 1 > 0: segunda condicién inicial; @, I': coeficientes de deriva y
difusién (funciones). Tomar xg < 7.

Inicializar: X = {zo}, Y = {z1}, tiempos: particién de [0, t;q.] con n elementos.

Completar las listas X y Y independientemente con el método de Euler-Maruyama (Pseu-
docddigo 6).
for i € {1,2,...,n} do
if Y (i) < X (i) then
altura = (Y (i) + Y (i — 1)) /2
tiempo = (tiempos (i) + tiempos (i — 1)) /2
break

Salida: tiempo; altura.

Nota: No necesariamente las trayectorias deben de tener los mismos coeficientes de deriva y
difusién, pero para efectos de lo que desarrollaremos en las siguientes secciones los tomaremos
de esta manera.

4.3 El movimiento browniano geométrico

Este proceso es ampliamente utilizado en finanzas y es clave en la deduccién de la férmula de
Black-Scholes, la cual fue propuesta por Fischer Black (1938 —1995) y Myron Scholes (1942—)
para describir la evolucion del precio de una accién a través del tiempo, y este tultimo autor
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fue galardonado en 1997 con el Premio Nobel de Economia por el desarrollo del modelo. El
movimiento browniano geométrico (MBG) se basa en la ecuacién diferencial ordinaria

d
— St = S,
dt t 1ot

que modela el precio de una accién libre de riesgo con tasa de interés constante p. Sin embargo,
debido a las fluctuaciones de los mercados financieros, se agrega a la ecuacién anterior un
término de difusiéon que representa que la accién conlleva riesgo. La ecuacién diferencial se
transforma entonces en la EDE

dSt = MSt dt + O'St Cth,

4.7
So = xo, (4.7)

donde p y o son dos constantes positivas y xg es el precio inicial. A o se le llama volatilidad
de la accion.

Calculo de la solucion

Veamos que los coeficientes de deriva y difusién © (¢t,x2) = px y I' (t,2) = ox satisfacen las
hipétesis del teorema de existencia y unicidad de la solucién:

i) Condicién de Lipschitz:
|z — py| + oz —oy| = plz —y|+olr—yl = (u+o) |z —yl.
Tomando K = p + o obtenemos que se cumple esta condicién.
ii) Condicién de crecimiento:

| + lox| = ulal + o |o = (1 +0) 2] = K [2] < K (1+]a]).

iii) La condicién inicial Sy = ¢ se supone constante, por lo que se cumple también la
cuadrado integrabilidad.

Al igualar (4.7) con la ecuacién de la férmula de It6-Doeblin,
wSe dt + oSy dWy = fi (6, We) dt + fo (8, W) dW; + %fzx (t, W2) (dW;)°
= fi (¢, Wp) dt + fo (t, W) dW; + %fxw (t, We) dt,
donde S; = f (¢, ;). Obtenemos el sistema de ecuaciones
pf (4.2) = Jo (6,2) + 5 foe (6:0),

of (t,l‘) = fa (t,fL‘) :

La segunda ecuacién es la llamada ecuacién de Malthus y su solucién es y = ce?”, pues
Yy = coe’ = oy. Sic es una funcién positiva del tiempo, entonces podemos reescribir la
solucién como f (t,z) = e?*+9()  Sustituyendo en la primera ecuacion,

Meonrg(t) — at <60'x+g(t)> + %8x:v (ea'erg(t)) _ eng/ (t) eg(t) + %eg(t)O_Zeoz’
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de donde p = ¢’ (t) + 0%/2 y tenemos que g (t) = ut — o*t/2 + b. De aqui,

2
Se=[(t, W) = 7V HHm T,

b

y como Sy = x( entonces Sy = e’ = 9 y obtenemos que b = In (z). Por tanto, la solucién de

(4.7) esta dada por

St =z eaWtJr(u_é)t. (4.8)

El proceso S; es el llamado movimiento browniano geométrico.
Proposicién 4.3.1. Para el proceso S; se cumple que
i) E(S) =z e,

i) Var(S;) = x3 e (e“Qt — 1) .

Demostracion. i) Por la linealidad de la esperanza,

]E(St) = Iy E (eUWz-i-Ht—U;t) =20 eut—%t E (eo'Wt) )

El término E (e”Wt> corresponde a la funcién generadora de momentos con variable

independiente ¢ de una normal con media cero y varianza t, por lo cual

My, 1) (0) =E (eUWt) — %t

Sustituyendo en la expresién de E (S;):

E(S;) =z e~ 2te st = gy e,
ii) Utilizando las propiedades de la varianza:

o2
Var (S;) = Var (a:o e"Wf+“t2t>

2\ 2
= <a:o e“t2t> Var (e"Wt>
— g2 Ao (IE (eZUWt> ~E (e"Wf>2> :

2
Por el inciso anterior, E (ez"W‘> = My, 1) (20) = 2’y (eUWf> = ¢°”t. Entonces

2 2 2 2
Var (S;) = ag #1777t (62" —4 t) = z3 2t (e" t_ 1) )
Esto completa la demostracion. n
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FEn la Figura 4.1 podemos observar una trayectoria del proceso S; simulada con el método
de Euler-Maruyama junto con la curva E (.S;).

8 1" —— Trayectoria del proceso
—— Esperanza del proceso

Posicion

0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00
Tiempo

Figura 4.1: Trayectoria del MBG con 1,000 pasos, 9o =1, u =1y o =1/3.

Tiempo de interseccién

Podemos generar multiples trayectorias de la solucién de (4.7) con diferentes condiciones
iniciales para simular el coalescente, como haremos en la tltima parte de este capitulo (Seccién
4.6). Por el momento nos centraremos en trabajar con dos trayectorias de este proceso y
estudiar su intersecciéon. De la Figura 4.1 y de la Proposicién 4.3.1 notemos que

e La esperanza del MBG diverge.

e Para condiciones iniciales cercanas a cero y tiempos no muy grandes la dindmica de la
trayectoria es muy débil (pues la varianza de S; es pequena).

Sorprendentemente, a pesar del comportamiento exponencial (creciente) del proceso (4.8),
las propiedades de la interseccién de las trayectorias del movimiento browniano geométrico no
difieren mucho de las que presentan las del movimiento browniano estandar. Por supuesto,
las condiciones iniciales deben ser estrictamente positivas, pues si tomamos una de ellas igual
a cero la dindmica se ve completamente anulada.

Proposicién 4.3.2. Sea 7., = inf {t >0 ! St < Sf}, donde 0 < y < x sin pérdida de
generalidad. Sean S¥ y Sy las trayectorias del MBG que comienzan en x y y respectivamente.
Entonces

lim P (Tx’y < t) =1.

t—o00

Demostracion. La idea de la prueba es reescribir el movimiento browniano geométrico en
términos de un movimiento browniano estandar para seguir un procedimiento similar al de la
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4.3. EL MOVIMIENTO BROWNIANO GEOMETRICO

Subseccion 3.3.1. Comenzaremos por realizar la siguiente simplificacién:

P (Sgc - Sg; < 0) ( oBit+ut—o?t/2 y€UWt+ut—J2t/2 < 0)

yeoWt < 0)

P

P (e

P (:L‘eUBi < ye’ )
P

P

(Inx 4+ 0By < Ilny+ oW;)

Inz —1In
(y m_&>
Como suponemos x > y, entonces

Inz —1
m,y:inf{wo‘mgm—&}.

g

Por la Proposicién 3.3.2, el proceso Wy — By es un movimiento browniano con varianza
2 = 2. Utilizando el principio de reflexién, tenemos la igualdad

Inx —1
21@(”1“/ SWtBQ P (r, < ).
o
Ahora bien, Z := (W; — By) /v/2t es una variable aleatoria normal estdndar, por lo que

Inx —Iny 2 /OO 2
P(rpy, <t)=2P| —— <7 ) =—— e * 1% 4. 4.9
(o <) =2 (T2 < 7) Vo S, 49

Finalmente, haciendo tender ¢ a infinito, obtenemos que

2 o0 2
lim P (1, <t) = li e /2 =4y =1.
fim P (ray < 1) = Jim, / w,© cTr
Por tanto, el tiempo de coalescencia de las trayectorias en cuestion es finito c.s. n

No obstante, la probabilidad de interseccién antes de un tiempo fijo ¢ tiende a cero con-
forme la condicion inicial y también lo hace, pues

lim he-lny 1 lim (lnx —Iny) =
i = i — 0.
y—=0 o2t 2t y—0 Y

Por lo cual, al hacer tender la segunda condicién inicial y hacia cero, tenemos que

2 im [ 24 2 dim [ e =0
1m e Z = —= 11In e z = U.
V21 y—0 % V2 a—oo J,

Esto se debe a que la dinamica del proceso esté controlada cuando la altura de la trayecto-
ria es pequena, por lo que tiene que aumentar para que su movimiento erratico sea grande y se
produzca la interseccion. Por esta razén, el tiempo de simulacion debe ser significativamente
grande para que la tasa de aceptacién sea buena, causando que el algoritmo para simular la
interseccion resulte mas lento que en el caso de movimientos brownianos estdndar.
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

Al derivar (4.9) respecto a t obtenemos la funcién de densidad de 7, :

fro, (t) = o2 [T e #1? dz
T2y ot \ 2 111;\7%11/

(lnzflny>2
2 ,%\/ﬁ(lnx—lny)

= e

V2T dot3/?
— (Inz—In )2
_ Inz —Iny -y
20V t3

Notemos que al tomar ¢ = 1y 2z = Inz —Iny = In (:z/y) recuperamos la funcién de
densidad del tiempo de interseccién de dos movimientos brownianos (3.3), por lo que fr,
puede verse como una generalizacién de dicha densidad. Afirmamos entonces que se cumplen
algunas propiedades similares:

e La variable aleatoria 7, , no es integrable, pues

*® Inz—Ilny _(Onz-lny?
— )
E(T’”’)_/o v ¢
:lnx—lny 1 e

20’\/77' 0 \/i
_ Inz—Iny 1 6_(1 4012ty> dt+/ 1 . _qa 401ty) gt
20¢7 \Jo Vit 1Vt

Estas integrales son muy parecidas a las que trabajamos en la Proposicién 3.3.4 (difieren
unicamente en la constante del denominador de la exponencial) y en consecuencia

1 1 7(1nz—lny)2 o0 1 7(1!12—1“1})2
I 402t dt < 2 y — e 02t dt = 00,
1

e
0o Vit Vi
de donde

Inz —In © 1  _(naz-lny?
E (Tw,y) > =4 — € e dt = oo.

20/ 1 WVt

e Tomando z = In (z/y), podemos reescribir la funcién (4.9) como

crf w2
P (Tz(:v,y) = f =1- iﬁ% / 2 d (4.10)

De acuerdo con el limite ¢ | 0 calculado para los casos en los que la variable espacial
era positiva y negativa en la Seccién 3.3.3, obtenemos aqui que al extender el espacio a
valores negativos (es decir, si permitimos que x < y con z,y > 0),

0, si z>0,
tli%ﬁ P (Tz(zvy) < t> =42, si z<0,
1, sz z=0.
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Al derivar (4.10) dos veces respecto a z,

82 82 2 G\Z/2t 2
i -2 1= =2 —w?/2
5P (e <1) = 52 (1 Ners /0 ‘ d‘”)

_ 2 0 () V2
B 20/t

De lo anterior concluimos que la funcién u (t,z) := P (Tz(mvy) < t) satisface el problema
O — 00,,u = 0,

u(0,2) =2-Tpcop (2) =1 g (2),

que es una ecuacion del calor con constante de difusién ¢ y condicién inicial discontinua.
Por esto iltimo, la convergencia de la solucién a la condicién inicial es c.t.p.

(t,z) € (0,00) x R, (4.11)

Nuevamente, la razén de que la condicién inicial g sea discontinua es que la probabilidad
de interseccién al tiempo ¢ = 0 es 0. Conforme ¢ crece, dicha probabilidad aumenta hasta
alcanzar el limite 1, como lo probamos en la Proposiciéon 4.3.2. De manera andloga a lo
realizado en la Subseccién 3.3.3, podemos considerar equivalentemente el problema con
condiciones de frontera de Dirichlet

Oyu — 005,u = 0,
u(0,2) =h(z) =1r—p, (t,2)€(0,00)x[0,00). (4.12)
u(t,0) =1,

En la Figura 4.2 podemos observar una realizacién de la intersecciéon de dos trayectorias
del MBG para ciertos valores de los pardmetros (a), asi como el histograma de multiples
realizaciones y la grafica de la funcién de densidad de 7, (b).*

Al haber 3,338 valores excedentes, tenemos que

3,338
10,000

Por tanto, el error de aproximacién a esta probabilidad calculando numéricamente la
integral es

= 0.6662.

P (731 >15) = 1—

2

e=10.6662—|1— —
V2T

o0
/[ e ? 12 dz || ~ 0.06047832265654.
3
0.5v/30

4Referirse al archivo densidad_mbg.py.
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

A pesar de ser aleatorio, este valor tiende a cero conforme el nimero de iteraciones y el
numero de pasos por trayectoria crecen.

— ci:l
200 1 —— c.i.: 3 —
® Interseccidn (aprox.): (4.2925, 93.44)
150
o
©
9
g 100
) M
) v
0 1 2 3 4 5
Tiempo
(a) Interseccién de movimientos brownianos geométricos.
I I
0.200 —— Tebrica
B Empirica
0.175 1 |

Densidad

0 2 4 6 8 10 12 14
Tiempo

(b) Histograma de intersecciones.

Figura 4.2: (a) Interseccién de dos trayectorias del MBG con 1,000 pasos cada una,
condiciones iniciales x = 3 y y = 1 y parametros y =1y o = 0.5.

(b) Densidad de la interseccién entre dos trayectorias del MBG. 10,000 simulaciones,

1,000 pasos por trayectoria, condiciones iniciales x =3 y y = 1, pardmetros uy =1y 0 = 0.5
y tiempo maximo de simulacién ty = 10. 3,338 valores excedentes.
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4.4. EL PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

4.4 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Este modelo fue propuesto por Leonard Ornstein (1880 — 1941) y George Uhlenbeck (1900 —
1988) para describir el movimiento erratico de una particula bajo efectos de friccién. No
obstante, suele utilizarse en modelos de volatilidad estocdastica en finanzas. En particular, los
modelos de Schobel-Zhu y Hull-White parten de variantes de esta EDE (ver [18, Secciones
8.1.1y 11.3]).

Definicién 4.4.1. Definimos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck (OU) como aquel que es
solucion de la EDE
dXt = —OéXt dt +o Cth,

4.13
Xo = o, ( )

donde xy > 0 es la condicién inicial y o, 0 > 0 son los pardmetros.

Calculo de la solucién

Sean O (t,x) = —ax y ' (t,z) = 0. Las funciones © y I" satisfacen las propiedades i) y ii)
del Teorema 4.1.1, pues son lineales. Ademas, la condicién inicial es constante y se satisface
también la propiedad iii). Por tanto, la ecuacién diferencial (4.13) tiene solucién y es unica.
Calculemos el diferencial d (Xt eat). Sea Yy = f(t, Xy) = Xy e, La funcién f es de clase C!
en t v de clase C? en z, y las derivadas parciales estdn dadas por

¢ o*f

g_ at 8f Y J
Y Ba2

ar _C 7 ot =0

= aze®

Por la féormula de It6-Doeblin,

df (t, X3) = aX; e dt + e dX;
= aX; e dt + e (—aX; dt + o dW)
= aX; e dt — ae® X, dt + ce™ dW,
= ge™ dW,.

Escribiendo la ecuacién anterior en forma integral,

t t t
/ df (s, Xs) :/ d(Xs e*) = 0/ e dWs,
0 0 0

de donde

y obtenemos que

t
X, =xp e M+ a/ e~t=s) gy, (4.14)
0

Proposicién 4.4.1. Para el proceso X; se cumple que E (X;) = xg e~ .
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

Demostracion. Utilizando las propiedades de la esperanza, tenemos que

t
E(X;) =x9 e+ oE (/ et=s) dWs> .
0

La integral en cuestion es una integral de It6, por lo que es una martingala y, en particular,

t
E (/ e~ oU=s) g fo) =0,
0

con lo que concluimos que E (X;) = zg e~ n

En la Figura 4.3 podemos observar una trayectoria del proceso soluciéon Y; simulado con
el método de Euler-Maruyama y la curva E (X3).

3.0 1 —— Trayectoria del proceso

—— Esperanza del proceso
2.5 A

2.0 1

1.5 1

Posicion

1.04

0.5 A

0.0 A

0 2 4 6 8 10
Tiempo

Figura 4.3: Trayectoria del proceso de OU con 2,000 pasos, xg =3, a =1y o = 0.25.

Tiempo de interseccién

Debido a que la esperanza del proceso (4.14) tiende asintéticamente a cero, podemos intuir
el resultado enunciado a continuacion:

Proposiciéon 4.4.2. Sean x,y > 0, donde © > y sin pérdida de generalidad. El tiempo de
coalescencia entre dos trayectorias de procesos OU con condiciones iniciales x y y es finito
C.S.

Para la demostracién de esta proposicién haremos uso del siguiente teorema:

Teorema 4.4.1. (Teorema de Dambis y Dubins-Schwarz). Si M; es una F;-martingala local
que se anula en cero y tal que (M, M) = oo, y si tomamos

Ty =inf {s >0 | (M, M), > t},

entonces By = Mr, es un movimiento browniano adaptado a Fr, y My = By,
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4.4. EL PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

La demostracién de este resultado puede consultarse en [9, Teorema 1.6].

Demostracion de la Proposicion 4.4.2. Queremos ver que los procesos solucién que comienzan

en x y en y se intersecan en tiempo finito. En general, podemos reescribir a (4.14) y definir
el proceso Y; como sigue:

X, — —at t
Y, = e / oe®® dWs.
0

efat

El proceso Y; es una martingala, pues es una integral de It6, y en particular es una
martingala local. Ademas,

0
Yo :/ oe*® dW, =0,
0

por lo que Y; se anula en ¢t = 0. Por la Proposicién 4.1.2, la variaciéon cuadréatica de Y; esta
dada por

t 2as |t 2at _q
(Y,Y) :02/e2as ds=02S | =25 "2
t 0 20( 0 201
Tomando el limite cuando t — oo:
2at
-1
(V,Y), = lim o2 "= = o0,

t—o00 2

El proceso Y; cumple con las hipotesis del Teorema 4.4.1, por lo que Y; = VVO_2 L20t_q

es un movimiento browniano. Por tanto, las soluciones OU con condiciones iniciales = y y
respectivamente pueden ser escritas como

X =ze ™ e W L e2at_1,
g2t
2a

—~ (4.15)
X} =ye 4 e W, erat_y.

2a

Entonces

XXV =ze ™ —yem ™ 4 MW 20t —e P W 20t
t t o2¢ 1 o2¢ 1
2a 2a
—at —at (17 Aﬂf
=) « (l’ - y) + e « < o2 e2at_ 1 — o2 62at_1> .
2a 2a

2at . . . 17 e
Sea s = o2 6270[1 y definamos el nuevo movimiento browniano Wy, = Wy — W,. En la

Subseccién 3.3.1 mostramos que la varianza de W es 2s. Asi,

o~

VVO_2 e2at_1 — W0'2 e2at_1 — WO'Q e2at _q .
a 2a 2

Sea
Tay =inf {t > 0| X7 — X} <0}

:inf{t>0

(@ —y) +e W ,pa, < 0}
= inf {t >0 ’ W02.32at_1 <y-— 37} .
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

Por el principio de reflexion,

[e3

P (ry <t) =2P <W02 2oty <Y — a:> :

Observemos que
W 2at _q

o2¢
Z=—""a LN(@1),
0_2 e2at _q
8%

por lo que, equivalentemente, podemos trabajar con la probabilidad

Yy—T
P(T%ygt):QP Zﬁm
(0%

Va(z —vy) 4.16
:21@(220\/%) (4.16)

=212 4,

2 oo
- \/27r/\/5(zy>€
t_1

o/ e2at _

Calculando el limite cuando el tiempo tiende a infinito:

2 > 2 2 > 2
tlﬁlmooIP’ (Tx’y - t) V2 o /\/a(zy) c @ V2 /o ‘ dy ’
t1

o/ e2at _

pues
i V(@ —y)
t—o00 ()'\/432047S —1

Por tanto, el tiempo de interseccién de dos trayectorias de procesos de OU es finito c.s. n

=0.

Derivando la integral en (4.16) respecto a t obtenemos la funcién de densidad de 7, 4:

0 2 e 2
_ -y%/2
frow =53¢\ Vor / ey ¢ W

o e2at _q1

2
Vo(z—y) —
2 B (mﬁeg;}tyq) \/a (x _ y) o % (€2at o 1) 1/2 e2at 9., (4.17)
= e .
2

\/ﬂ o (62at _ 1)
3/2 2at  __olz=y)?
V2032 (z—y)e ] ey
o/ (€20t — 1)
La Figura 4.4 (a) muestra una realizacién de la colisién de dos trayectorias de OU para

ciertos valores de los pardmetros, mientras que en la (b) podemos visualizar un histograma
de intersecciones contra la grafica de la funcién f, , en (4.17).°

®Referirse al archivo densidad_ou.py.
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3.0

2.5

® Interseccién (aprox.): (2.165, 0.1356) |

2.0

15

Posicién

1.0

0.5

0.0

Dol

2 3

Tiempo

(a) Interseccién de trayectorias del proceso de OU.

0.5

I
—— Tedrica
B Empirica

0.4

0.3 1

Densidad

0.2

0.1 1

0.0 -

Figura 4.4: (a) Interseccién de dos trayectorias del proceso de OU con 1,000 pasos cada una,

(b) Histograma de intersecciones.

Tiempo

condiciones iniciales x =3y y = 0 y parametros a« =1y o = 0.25.

(b) Densidad de 7.

9 valores excedentes.

La probabilidad numérica de no sobrepasar el tiempo méaximo de simulacién es

10,000 simulaciones, 1,000 pasos por trayectoria, condiciones
iniciales x = 3 y y = 0, pardmetros a = 1 y ¢ = 0.25 y tiempo maximo de simulacién tg = 10.

P (730 > 10) ~ 1

10,000

52

= 0.9991,
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CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

mientras que el error de aproximacion al calcular numéricamente la integral es

e=10.9991 — —— / e V2 dy | ~ 0.00046531223588.
12

10) 1

Una vez més, sin pasar por alto que es aleatorio, ¢ tiende a cero conforme el niimero de
iteraciones y el niimero de pasos por trayectoria crecen.

4.5 La difusion de Wright-Fisher

La difusién de Wright Fisher es una de las més importantes en genética de poblaciones.
Existe una relacién de dualidad® entre esta difusién y el proceso de conteo del coalescente de
Kingman definido en la Seccién 2.3 (ver [11, Teorema 1.2.37]).

Consideremos la EDE mostrada a continuacién:

Yy = VY (1 -Y;) dW,

Yo =yo €[0,1]. e

El proceso solucién Y; es la llamada difusién de Wright-Fisher (WF).

Observacion: Para que el lado derecho de la ecuacién esté bien definido en los niimeros
reales, debe suceder que Y; (1 —Y;) >0,dedonde V; >0y 1—-Y; >06Y; <0y 1-Y; <0.
Como la condicién inicial es positiva o cero, descartamos el segundo caso. Entonces 0 <Y; <1
para todo t > 0.

Veamos que el proceso Y; existe y es tinico como solucién de (4.18):

i) Sea I' (t,x) = y/z (1 —x) y sin pérdida de generalidad supongamos = > y > 0, con
z,y € R. Esto implica que y?—22 < 0. Por otro lado, como x € [0, 1] (por la observacién
anterior), entonces \/x (1 —z) < x (1 — z). De estas dos desigualdades obtenemos que

Ve(l—2)=Vy(l-y)<z(l-2)—y(l-y) =z-2>—y+y’ <z -y
Andlogamente, si y > x entonces
Vy(l—y) —Va(l-2) <y—uz

De aqui, |I'(t,z) =T (t,y)’ < |z —y|, por lo que se cumple la primera condicién del
Teorema 4.1.1 y la constante de Lipschitz encontrada es K = 1.

ii) Definamos n : [0,1] — R, n(z) == /x (1 — )/ (1 +z). La funcién n es continua en
un conjunto compacto, por lo que alcanza su méximo y su minimo dentro del mismo.
Ademds, es positiva o cero, con lo cual el minimo se da en los puntos en los que la
funcién se anula: x =0y = 1. Derivando:

A+2)1/2(@1—2) P (-z+1-2)— Jo(d-2)
(14 )2 '

5Decimos que dos procesos de Markov son duales si podemos obtener informacién de uno de ellos mediante
la informacién que tenemos del otro.

' (x) =
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Al resolver la ecuacién 1’ () = 0 encontramos el punto critico:

(I+2)1/2(@01—2)""?(1-22) = Vo (l—2)
1+2z)(1—-22)=22(1—-21)
1 -2z 4z —22% = 22 — 227
x=1/3,

y evaluando obtenemos que 7 (1 / 3) = /2/4. Este es el méximo global de la funcion,
pues 17 (0) =7 (1) = 0 < v/2/4. Por tanto, para todo z € [0, 1] ocurre que

nw =YD <y

1+=x

de donde /x (1 —x) < +/2/4(1 + ) y tenemos que se satisface también la condicién
de crecimiento del teorema de existencia y unicidad.

iii) Por tltimo, suponemos que yo es constante y la condicién de cuadrado integrabilidad es
inmediata.

En consecuencia, la solucién de la ecuacién (4.18) existe y es unica.
La difusion de WF cuenta con la peculiaridad de que, dependiendo de la trayectoria del
proceso solucién,
limY; =1 6 limY;=0,
t—o0 t—o00
ya que si Y; — 1, entonces Y;(1 —Y;) — 0, y si ¥; — 0 también ocurre que Y;(1 —Y;) — 0
(ver Figura 4.5). Asi, conforme el proceso solucién tiende a las fronteras 0 y 1 su dindmica se
debilita. Debido a que no es posible encontrar una férmula cerrada para la solucién de (4.18),
nos limitaremos a simularla y a estudiar numéricamente la interseccion de sus trayectorias.

Observacion: Podemos escribir la ecuacién diferencial en forma integral como

t
Yt=y0+/ VY. (L= Y, dw,,
0

de donde vemos que la difusiéon de WF es una martingala que comienza en yq.

Simulacién del proceso

Es posible simular el proceso Y; utilizando el método de Euler-Maruyama. Sin embargo,
debido a la discretizacién de la EDE en la construccion de la formula del método y a que la
solucion verdadera esta acotada, podemos tener el siguiente inconveniente en la computacion:

consideremos la ecuacién (4.6) con © (¢;,Y;) =0y I' (¢;,Y;) = (Yi(1 — Y;))l/Q. Asi,

Yir1 =Y +VYi(1 = Y;) AW; (4.19)

deberia aproximar una trayectoria del proceso solucién. Sea ¢ > 0y supongamos que Y; = 1—e.
Entonces

Y =1—etJ1—0(1-(1—0) AWi=1—c+ /(1) c AW,
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Si

V(1 —¢€)e AW; > €,

ocurriria que
Yij1>1—e4+e=1,

de donde 1—Y; 41 < 0y el término i+ 1 dentro de la raiz en la ecuacién (4.19) seria negativo, lo
cual nos llevaria a que Y; 2 fuera un nimero complejo. Como queremos evitar esta situacion,
es posible definir Y3, = 1 para todo k > i+ 1 siempre que Y;11 > 1. De manera completamente
andloga podemos tratar el caso en el que la sucesién cruza la frontera 0 definiendo Y, = 0
para todo k£ > i 4+ 1 cuando Y;;1 < 0. De esta forma el proceso estara siempre bien definido
en los niimeros reales.”

Observacion: El hecho de que dos trayectorias con el mismo punto de partida puedan tener
comportamientos asintéticos distintos implica que la colisién entre las mismas no siempre
tendra lugar.

Tiempo y altura de interseccion

Nos interesa el caso en el que la interseccién se da. Supongamos que }A’t y Y son difusiones
de WF con condiciones iniciales yy y y1 respectivamente tales que yg < y1 sin pérdida de
generalidad. Aunque los valores y = 0 y y = 1 pueden ser condiciones iniciales de (4.18), no
los tomamos pues:

e SiYy=0entonces dY; =0y
e si Yy = 1 entonces dY; =0,

por lo que en ambos casos la dindmica de la ecuacién se ve anulada. Por esta razén, conside-
raremos Yo, y1 € (0,1).

Sea X = (Xj,X>) el vector aleatorio que modela la interseccién entre las trayectorias de
)A/t y Y. La variable X; es la que describe el tiempo, mientras que Xo, la altura. Entonces
Sop (X1) = RT y Sop (X3) = [0,1]. No obstante, queremos estudiar las intersecciones den-
tro del intervalo (0,1) para que X5 sea una variable continua (pues en principio es mixta)
y podamos mostrar su densidad. Por otro lado, debemos establecer un tiempo méaximo de
simulacidn tg, por lo que es necesario truncar el soporte de X;. En consecuencia, aproximare-
mos la densidad de X condicionada a que la interseccién se produzca antes de ¢y y dentro del
intervalo espacial (0, 1); es decir, no tomaremos en cuenta las intersecciones exteriores ni las
que pudieran haber ocurrido después de #3. Por tanto, buscaremos aproximar la densidad de

X, = (Yljz) — X ) {%E e (0, 1)} M {t<to}.

Definiremos una variable aleatoria auxiliar a la que llamaremos I. Esta indicard si la
interseccion se produjo o no y el evento asociado al caso favorable estard denotado por 1,
mientras que el complemento tendrd asignado al 0. Entonces I ~ Ber(p), donde p es el

"Para la implementacién de esta modificacién, referirse al archivo difusion_wf.py.
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4.5. LA DIFUSION DE WRIGHT-FISHER

parametro que deseamos estimar: la proporcion de veces que las trayectorias se intersecaron
en el interior antes de tg,

P(S;t:?t‘?te(oal)7 tStO):P(Izl):p'

Nota: Dada la situacién en que la colisién se produzca en alguna de las fronteras (a lo cual
llamaremos interseccién exterior), si podemos encontrar el punto "exacto” de choque y es
justamente el primer tiempo en que las trayectorias valen 0 o 1 simultdneamente, pero por lo
argumentado anteriormente omitiremos estos casos.

101 ¢ Interseccién (aprox.): (0.29, 0.6073)

0.8 A

0.6 L4

Posicion

0.4

0.2 A

0.0 4

0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00
Tiempo

Figura 4.5: Interseccion de dos trayectorias de la difusion de WF con 300 pasos y condiciones
iniciales 0.6 y 0.4.

A partir de simular 10,000 veces y establecer tg = 2 obtuvimos las siguientes tasas de
aceptacién, las cuales son una aproximacién al pardmetro p de I para trayectorias con dife-
rentes condiciones iniciales:

H Condiciones iniciales Valores interiores Tasa de aceptacién H

0.2, 0.3 7,336 0.7336

0.4, 0.6 6,641 0.6641

0.5, 0.8 4,670 0.467

0.1, 0.9 491 0.0491
8

En la Figura 4.6 podemos ver las densidades empiricas® correspondientes a las variables

aleatorias X7 y Xo.

8Para los cédigos utilizados para simular las figuras en esta subseccién, referirse al archivo
interseccion_wf.py. Para efectos de visualizacién, los histogramas fueron suavizados via el método de esti-
macién de kernel gaussiano (KDE) con el factor de Scott. Ver, por ejemplo, [20, Seccién 20.3].

56



CAPITULO 4. PROCESOS DE ITO: INTERSECCION DE TRAYECTORIAS

Nota: En la Figura 4.6 (a) el valor de cada curva al tiempo ¢ = 0 es positivo, lo cual es
una imprecisiéon que se debe a la suavizacién. Similarmente, las curvas en los extremos del

intervalo en (b)

también deben valer 0. Este error no estd exento de ocurrir si tomamos

histogramas en su lugar.

Densidad

Densidad

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo

(a) Tiempo de interseccién.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Altura

(b) Altura de interseccién.

Figura 4.6: Densidades marginales de Xy,, to = 2 para diferentes condiciones iniciales. Cada
curva fue generada a partir de simular 10,000 veces.

De la Figura 4.6 (b) notemos que, en todos los casos, la media de la funcién de densidad
es el punto medio entre las condiciones iniciales. No obstante, conforme éstas se separan la
varianza aumenta, asi como la tasa de aceptacién disminuye (ver la tabla anterior).

o7



4.6. LOS COALESCENTES

4.6 Los coalescentes

A continuacién propondremos una forma de simular la coalescencia de un ntimero finito de
trayectorias de los procesos desarrollados en este capitulo.
En las secciones previas, probamos que

e el tiempo de interseccién entre cualesquiera dos trayectorias del proceso OU es finito
c.s. si las condiciones iniciales se encuentran en [0, 00) y

e el tiempo de interseccién entre cualesquiera dos trayectorias del proceso MBG es finito
c.s. si las condiciones iniciales se encuentran en (0, 00).

Las vinetas anteriores implican que si consideramos un numero finito de trayectorias coa-
lescentes de cada proceso en un subintervalo adecuado, el tiempo de ultima coalescencia serd
finito c.s., pues todos los pares de trayectorias se intersecardn con probabilidad 1. En cambio,
la tdltima coalescencia en el caso del coalescente de difusiones de WF tenderd a no ocurrir
conforme tomamos cada vez mas condiciones iniciales equidistantes entre si en el intervalo
(0,1).

Para la simulacién debemos tener en cuenta lo siguiente: a diferencia del algoritmo de la
Seccién 3.3 que consistié en generar las trayectorias una a una de izquierda a derecha, con los
procesos de Itd no es conveniente tomar siempre una de las trayectorias como camino a seguir
una vez que se produjo la interseccién, pues no cumplen la propiedad de simetria (hay una
tendencia en las trayectorias) y simular de esta manera, a la que llamamos propiedad de mirar
hacia la derecha (izquierda, arriba o abajo, dependiendo de la orientacién del coalescente),
llevaria a resultados sesgados al trabajar con el tiempo de dltima coalescencia. En consecuen-
cia, esta variable aleatoria no necesariamente depende de las trayectorias en los extremos para
los ejemplos desarrollados en este capitulo.

Para evitar caer en el sesgo proponemos la siguiente forma de generar el coalescente de cada
proceso. Consideraremos un intervalo adecuado para fijar las condiciones iniciales. Luego,
estableceremos una jerarquia que estara dada por el orden en que escojamos a cada una de
ellas y dictard la prioridad de seguir cada trayectoria después de la interseccién. Por ejemplo,
si la primer condicién inicial elegida es x(, todas las trayectorias independientes que en algin
momento choquen con la que comienza en este valor la seguiran subsecuentemente. El segundo
orden de prioridad se le asignara a la segunda condicion inicial escogida y asi sucesivamente
hasta agotarlas todas. A esto lo llamamos orden de precedencia ([1, Pag. 28]):

3, = {a | o es una permutacién de {1,2,... ,n}} .

Dada o € %, 0 (1) es el indice con mayor orden de prioridad y asi sucesivamente hasta
o (n), que representa el indice con menor orden de prioridad. Sila primera colisién involucra a
las trayectorias con indices i y j, comparamos o~ ! (i) y 0! () ysi o~ (i) < 071 (5), entonces
i tiener un orden de prioridad mas alto y ambas trayectorias siguen la trayectoria i.

Tomaremos o € ¥, tal que o es aleatoria. Haciendo uso de que las condiciones iniciales son
finitas, escogeremos una a una uniformemente, evidentemente sin reemplazo, y aplicaremos el
orden de precedencia como definido en el parrafo anterior. Notemos que el tiempo de tltima
coalescencia ain estard determinado por la intersecciéon de dos trayectorias; sin embargo, a
priori no es posible saber cudles, pues propusimos un orden aleatorio. Aun asi, el siguiente
enunciado nos dice que la distribucién del coalescente es invariante bajo permutaciones:
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Proposicion 4.6.1. Dada una regla de colision v¢ como en la Definicion 2.1.1, la distribucion
de la variable aleatoria ¢ es la misma para cada biyeccion o € ¥,.

Este resultado es consecuencia de la propiedad fuerte de Markov, la cual cumplen los pro-
cesos de Feller (y, en particular, los de 1t6). Para consultar la demostracién de la Proposicién
4.6.1, referirse a [21, Lema 2.1]. A continuacién se muestra una figura (Figura 4.7) con los
tres coalescentes” y el pseudocédigo general asociado. A partir de seguir las trayectorias in-
viertiendo el tiempo (de derecha a izquierda) y observar los puntos de interseccién, podriamos
rastrear el orden de precedencia aleatorio generado por el algoritmo, siempre y cuando se
observe la tdltima coalescencia.

40 A

30 A

20 1

Posicién

10 A e A
AL

ot \,me

0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 150 1.75 2.00
Tiempo

(a) Trayectorias del MBG: p =1, 0 = 0.5.

3.0 A1

2.5 1

2.0 1

1.5 1

Posicion

1.0 1

0.5 1

0.0 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Tiempo

(b) Trayectorias del proceso de OU: a =1, o = 0.25.

9Referirse a los archivos coalescente_mbg.py, coalescente_ou.py y coalescente_wf.py.
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1.0 A

0.8 -

0.6

Posicion

0.4

0.2 A

0.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo

(c) Trayectorias de la difusién de Wright-Fisher.

Figura 4.7: Coalescentes de los procesos desarrollados en este capitulo. Cada uno consta
inicialmente de 30 trayectorias.

Notas: a) El pardmetro xg en el pseudocédigo es utilizado o no dependiendo de cada proceso.
Por ejemplo, para el coalescente de trayectorias de WF no lo tomamos en cuenta puesto que
el intervalo de condiciones iniciales es siempre (0,1). En este caso, creamos la particién en el
intervalo [0, 1] con k + 2 elementos y excluimos los de los extremos, quedédndonos asi con la
lista particion de tamano k.

b) Con valores inalcanzables nos referimos a aquellos que no pueden ser tomados por las
trayectorias. Como ejemplo, los valores 2 y —1 son inalcanzables para la difusiéon de WF. En el
caso del MBG, podemos tomar como valores inalcanzables el —1 para la lista trayectoria_inf
y el maximo ntmero de tipo entero posible para la lista trayectoria_sup, pues sus trayectorias
no estan acotadas superiormente. Recomendamos elegir valores inalcanzables adecuados, los
cuales dependeran en algunos casos de la varianza que cada proceso y del tiempo maximo de
simulacién.
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Pseudocddigo 8 Coalescentes de procesos de 1to

Nota: Las barras de valor absoluto denotan la longitud de una lista.

Entrada: k& € Z™: ntmero de trayectorias; n € Z*: ntimero de pasos por trayectoria;
tmax € RT: tiempo méximo del intervalo de tiempo; Zyax € RT: méxima condicién inicial;
O, T": coeficientes de deriva y difusiéon del método de Euler-Maruyama.

Inicializar: registro: matriz vacia de tamano k X n; particion: particién del in-
tervalo de condiciones iniciales con k elementos (ver la nota fuera del cuadro);
indices == {0,1,..., k —1}.

Hacer una permutacién aleatoria de indices y renombrar indices a esta nueva lista.
for ¢ € indices do

Generar una lista trayectoria con el método de Euler-Maruyama (Pseudocédigo 6).

Definir las listas trayectoria_sup y trayectoria_inf con valores inalcanzables (ver la
nota fuera del cuadro), ambas de tamano k.

Recorrer la primera columna de la matriz registro. Si algin valor antes del i-ésimo
es no vacio, definir trayectoria_sup como ese renglén. Si algin valor desptes del i-ésimo
es no vacio, definir trayectoria_inf como ese renglon. De esta manera se actualizan las
trayectorias superior e inferior con las cuales comparar trayectoria.

for j € {1,2,...,|trayectoria| — 1} do

if trayectoria (j) < trayectoria_inf (j) then
trayectoria (s) == trayectoria_inf (s) Vs € {j +1,...,n}
break

else if trayectoria (j) > trayectoria_sup (j) then
trayectoria (s) == trayectoria_sup (s) Vs € {j+1,...,n}
break

registro(k — 1 — i,t) :== trayectoria (t) Vt € {0,1,...,n — 1}.

Graficar la trayectoria generada. Mostrar hasta que ¢ haya recorrido todos los elementos
en indices.

Salida: Figura
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Capitulo 5

Movimientos brownianos con banco
de semillas

En este capitulo definiremos un proceso estocastico al que llamaremos movimiento browniano
con banco de semillas. Enseguida, estableceremos el coalescente asociado a un conjunto finito
de trayectorias, siendo que la coalescencia entre las mismas sigue una regla especial que no
hemos tratado en los capitulos anteriores, y lo simularemos. Finalmente, mostraremos algunos
histogramas asociados al tiempo de ltima coalescencia.

Supongamos que contamos con un movimiento browniano el cual anula por completo su
dindmica al tiempo t; y la reanuda al tiempo t5 > t1, vuelve a anularla al tiempo t3 > to
y la reanuda de nuevo al tiempo t4 > t3 y asi sucesivamente; es decir, el proceso se vuelve
constante en los intervalos de tiempo [t1,t2], [t3,t4],..., cuyas longitudes estdn dadas por
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (tipicamente exponenciales
para contar con la propiedad de Markov). A esta propiedad de un proceso estocastico de poder
”dormir” la llamamos propiedad de banco de semillas, y sirve para modelar la genealogia de
ciertas especies que pueden dejar descendencia varias generaciones en el futuro. Asi, dos
linajes migran por generaciones antes de que se encuentren en una misma y la coalescencia
ocurra [2]. En este sentido, un proceso en estado de latencia puede representar, por ejemplo,
la trayectoria de un individuo que deja un huevo del cual nacerd su descendiente o un conjunto
de semillas en la tierra que més adelante daran vida a un nuevo arbol.

5.1 Definiciéon del proceso

Queremos construir un movimiento browniano que anule su dindmica cada cierto tiempo
aleatorio. Para ello definiremos un proceso que conlleve la informacién de dicho movimiento
browniano, siendo que la varianza sea ¢; cuando queramos que esté despierto y 0 cuando
queramos que esté dormido. Utilizaremos procesos de renovacién para esta construccién.

Definiciéon 5.1.1. Un proceso de renovacion es una sucesién infinita de variables aleatorias
11,75, ... llamadas tiempos de interarribo, que son no negativas, independientes e idénticamen-
te distribuidas. Asimismo, definimos el proceso de conteo de renovaciones al tiempo ¢ como
la variable aleatoria

My=max{n>0|T +To+ -+ T, <t},
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con M; =0sit<T;.

Consideremos las variables aleatorias independientes F; ~ exp (a) y F; ~ exp(8), con
i € Z*. Tomemos T; = E; + F; y

My=max{n>0|Ty+To+ - +T, <t}.

Procederemos a construir el proceso auxiliar ¢, como sigue. Tiene trayectorias continuas,
crece como la identidad durante los tiempos exponenciales F; y se mantiene constante durante
los tiempos Fj (ver la Figura 5.1).! Entonces ¢; estd dado por la regla siguiente:

M
t—ZFj, si TMt §t<TMt+EMt+1§
j=1

by = (5.1)

My
> E;, si Tap, + Enpy1 <t < Tagq1-
j=1

Observaciones:

a) La altura del proceso ¢; hasta el tiempo t tiene distribucién Erlang (M, o), pues estd
dado por una suma de exponenciales con el mismo parametro.

b) Directamente de la definicién de las variables T; y My, ¢y es un proceso de renovacién.

E4 A

E3 A

E; A

U

Eq A

Ey F1

Figura 5.1: Trayectoria del proceso ¢y con a =1y = 1.

Definicion 5.1.2. Sea W; un movimiento browniano. El movimiento browniano con banco
de semillas (MBBS) es la composiciéon W, .

!Para su simulacién, referirse al archivo phi.py.
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La definicién anterior establece que el MBBS se moverd como movimiento browniano
estandar en los intervalos en los que ¢; sea estrictamente creciente, mientras que no se movera
(tendrd varianza nula) en los intervalos en los que ¢; sea constante. En la Figura 5.2 podemos
observar una trayectoria del proceso Wy,, donde cada color representa una renovacion.

0 Ty T, T3

Posicién

E; F1 E; Fy Es Fs E,4 Fa
Tiempo

Figura 5.2: Trayectoria del proceso Wy, con parametros o = 1y 8 = 1. Para su simulacién
utilizamos el Pseudocddigo 9.

5.2 Simulacién del MBBS

Podemos simular un MBBS utilizando el escalamiento usual® del teorema de Donsker y
generando valores pseudoaleatorios con distribucion exponencial para definir los tiempos de
interarribo, como lo hicimos para producir la Figura 5.2. Empero, para simular el coalescente
de MBBS, el reescalamiento de la Seccion 1.3 es indispensable. En las secciones anteriores
donde generamos movimientos brownianos estandar bastaba considerar caminatas aleatorias
pertenecientes al conjunto Zgar, pero para incluir la propiedad de banco de semillas en la
simulacion haremos uso también del espacio Z?mpar:

72 = {(x,n) c 72 ’ T +nes impar} .

impar

En los intervalos en los que las caminatas se encuentren activas continuaremos con la
técnica de simulacién en el conjunto Zgar, mientras que cuando se inactiven entraran en el
conjunto Zizmpar. La convergencia de la caminata aleatoria al movimiento browniano en los
intervalos en los que se encuentra despierta la argumentamos en el Capitulo 1. No debemos
preocuparnos por los intervalos en los que la caminata estd dormida, pues el proceso es
constante en ellos y siempre converge.

Sean p; la probabilidad de dormir y ps la probabilidad de despertar en cada paso. Si una
caminata se encuentra en Zgar, pasara a Z?mpar con probabilidad py, y si esta en Z?mpar, pasara
a Z%ar con probabilidad po. Esto implica los siguientes aspectos:

2Referirse al archivo mbbs_esc_usual.py.
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. 2 . . .z 2
i) Estando en Zg,, la caminata debe realizar una correccién para entrar en Z, .., y es-
2

2 .
tando en Z; . debe realizar otra para entrar en Zg,, .

consisten en dar un paso de tamano 1.

En ambos casos estas correcciones

2
impar>

de tamano 2, pues un paso de tamano 1 significaria caer nuevamente en Z

se mueve verticalmente dando pasos

2
par*

ii) Una vez que la caminata se encuentra en Z

iii) Dado que los pasos en Zizmpar son dobles, la probabilidad de despertar debe también

duplicarse internamente en el algoritmo para que si p; = p2 entonces los intervalos de
actividad e inactividad tengan, en promedio, la misma longitud.

En términos de simulacién, si u ~ U (0, 1) es generado en cada paso, entonces la caminata
se mantendra activa siempre que v < 1 — p; y, andlogamente, se mantendra inactiva mientras
u < 1 — 2p9. Observemos que si pg > 1/2 entonces esta tltima desigualdad nunca se cumple,
lo cual significa que la caminata no se mantiene en Zigmpar: entrard a este conjunto pero saldrd
inmediatamente de él realizando las correcciones del inciso i). En resumen:

e Si la trayectoria se encuentra en (n,z) € Z2,,, se desplaza

par’

— a (n+ 1,2+ 1) con probabilidad 3 (1 — p1),
— a (n+ 1,2 — 1) con probabilidad 3 (1 — p1),
— a (n+ 1,z) con probabilidad p;.

e Si la trayectoria se encuentra en (n,x) € Z2 se desplaza

impar?
— a (n+ 2,z) con probabilidad 1 — 2pa,
— a (n+ 1,z) con probabilidad 2p,.

A continuacién argumentaremos la convergencia de p; y p2 a los pardmetros a y 3 de la
definicién del proceso ¢.

Proposicion 5.2.1. La longitud de cada intervalo de tiempo en el que una trayectoria del
MBBS se encuentra dormida (andlogamente, despierta) tiene distribucion exponencial con-
forme n — oo en el escalamiento alternativo.

Demostracion. Sea X la variable aleatoria del niimero de pasos que da la caminata antes de
despertar utilizando la forma de simulacién del escalamiento alternativo. Entonces X tiene
distribucién geométrica desplazada una unidad a la derecha, pues consideramos el niimero
de ensayos antes del primer éxito (que es cuando la caminata despierta) el cual ocurre con
probabilidad p, es decir,

X ~1+Y, donde Y ~ Geo (p).

Sea y € Z*. Si en lugar de considerar pasos de tamafo 1 los tomamos de tamano 1/n,
entonces requerimos de n pasos para alcanzar el mismo tiempo y. Continuando con este
razonamiento, sea z = ny el nimero de pasos con el reescalamiento. Bajo este cambio de
variables la probabilidad de éxito debe ser también menor en cada paso, por lo que definimos
q = A/N (de manera que \ depende linealmente de p) con N € Z* tal que A\/N < 1. Asi, la
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variable aleatoria reescalada X* tiene distribucién 1 + Geo (¢) y toma valores en el conjunto
{0, N,2N,...}. Por consiguiente, la funcién de distribucién de Y* es

Fy«(2)=1-(1—¢=1—(1-x/n)", n>N.

Consideremos la sucesién {F, (y)} >, F, (y) =1 — (1= A/n)"" y observemos que

n=1>""

lim F, (y) = lim (1 -(1- )\/n)ny) =1—e M,

n—oo n—o0

La ultima expresién corresponde a la funcién de distribucién de una variable aleatoria

. [ . d
exponencial E con pardmetro A, con lo cual concluimos que Y* — FE conforme n — 0o. nm

En consecuencia, el tiempo que una trayectoria se encuentra dormida antes de despertar
por primera vez tiene distribucién exponencial con pardmetro «. Andlogamente, el tiempo
que una trayectoria se encuentra despierta antes de dormir por primera vez tiene distribucién
exponencial con parametor 8. Esto prueba que el escalamiento alternativo de la Seccién 1.3
es consistente para el MBBS.

En la Figura 5.3 se muestra una trayectoria del MBBS utilizando el escalamiento brow-
niano alternativo.? Observemos que el comportamiento cualitativo de la trayectoria es similar
al que muestra con el escalamiento usual en la Figura 5.2.

—10 1

—15 41

Posicién

—20 1

—254

—30 1

0 200 400 600 800 1000
Tiempo

Figura 5.3: Trayectoria del proceso Wy, con parametros p; = 0.01 y po = 0.01. Para su
simulacién utilizamos el Pseudocédigo 10.

3Referirse al archivo mbbs_esc_alt.py.
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Pseudocddigo 9 MBBS: escalamiento browniano usual

Notas: a) El indice —1 representa el tltimo elemento de una lista. b) Numpy utiliza la
esperanza de la distribucion exponencial como parametro de la misma.

Entrada: «,3 > 0; renovaciones € Z*: ntimero de renovaciones (la ultima sin comple-
tarse); n € Z*: ntimero de pasos.

Inicializar: tiempos = {}.

for i € {1,2,...,renovaciones — 1} do

to ~ exp (a); tg ~ exp (B)

Agregar t, y tg a tiempos
Inicializar: tiempos_.acum = Y {tiempos} (lista de sumas acumuladas); particion:
particién del intervalo [0, tiempos(—1)] con n pasos; valores = {0}; t = O0;
tiempo = particion (t); j = 0.

for i € {0,1,...,renovaciones — 1} do
J=7+1
while tiempo < tiempos_acum (j — 1) do
u~U(0,1)

if u <1/2 then
valor = valores (—1) — 1/y/n
else
valor == valores (—1) +1/y/n
Agregar valor a valores
ti=t+1
tiempo = particion (t)
J=Jg+1
while tiempo < tiempos_acum (j — 1) do
Agregar valores (—1) a valores
t=t+1
tiempo = particion (t)

Graficar particion contra valores

Salida: wvalores
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Pseudocédigo 10 MBBS: escalamiento browniano alternativo

Nota: Las barras de valor absoluto denotan la longitud de una lista.

Entrada: t,,, € Z': nimero de pasos (tiempo total); p; € [0,1]: prob. despertar;
p2 € [0,1]: prob. dormir.

Inicializar: valores := {0}; valor = 0; tiempos = {0,1,. .., tmaz }-

while |valores| < tyq, do
u~U(0,1)
if u<(1-p1)/2then
valor == valor — 1
Agregar valor a valores
else if ©u <1 —p; then
valor == valor + 1
Agregar valor a valores
else
valor = valor
Agregar valor a valores
continuar = TRUE
while continuar = TRUE and |valores| < t;q, do
u~U(0,1)
if u <1 — py then
Dos veces agregar valor a valores
else
Agregar valor a valores
continuar = FALSE
Truncar valores para que tenga t,,q, + 1 entradas, por si excedié este nimero (esto puede
ocurrir debido a los saltos dobles que da la caminata cuando se encuentra dormida).
Graficar tiempos contra valores

Salida: wvalores
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5.3 La regla de coalescencia

A diferencia de todos los ejemplos de trayectorias coalescentes desarrollados a lo largo de esta
tesis, para el caso del MBBS la interseccion de dos trayectorias no necesariamente implica
la coalescencia de las mismas. Consideraremos que dos de estos procesos W, v W; coalescen
siempre que W; = W; y ambos se encuentren dormidos o despiertos; por lo que la interseccién
de una trayectoria activa con una inactiva no produce coalescencia; por el contrario, cada una
de ellas seguird su curso de manera independiente.

Los procesos desarrollados en el Capitulo 4 tenfan el inconveniente de la ausencia de la
simetria, por lo que fue necesario definir otro orden de precedencia. En cambio, los MBBS
recuperan dicha propiedad de los movimientos brownianos que parten de la recta; esto es,
cuando dos trayectorias del MBBS despiertas chocan, la trayectoria coalescente puede seguir
cualquiera de las originales. En consecuencia podemos, tal y como hicimos en el Capitulo
3, simular las trayectorias de izquierda a derecha o viceversa. Desde luego, la linica manera
en que dos trayectorias dormidas pueden coalescer es si una de ellas se duerme justamente
cuando toma el mismo valor de otra que, de antemano, lo estd. En la teoria esto no ocurre,
puesto que la probabilidad de que una trayectoria del MBBS se duerma exactamente cuando
toma un valor fijo es cero. Sin embargo, computacionalmente esto pasa debido al escalamiento
alternativo y a la discretizacién del tiempo y del espacio.

En el algoritmo desarrollado en el Capitulo 3, bastaba verificar que la n-ésima trayectoria
no chocara con la anterior para determinar si la coalescencia se produjo o no. En el coalescente
que nos interesa ahora no podemos hacer esto, pues las intersecciones pueden producirse
entre caminatas que no son contiguas. La programacion de este coalescente requiere entonces
almacenar todas las trayectorias simuladas antes de la n-ésima y no tinicamente la anterior.
Por supuesto, esto causa que el algoritmo sea mas lento.

Para la simulacién del coalescente haremos una pequena modificacién al Pseudocédigo 10:
anadiremos dos vectores, llamados dormido y despierto, que seran inicializados en el punto
de comienzo de la caminata. Es decir, si queremos que el MBBS comience en j € Z* U {0},
entonces valores = {j}, dormido = {j} y despierto = {j}. En cada iteracién, se agregara el
valor actualizado de la variable valor a cada una de las nuevas listas de acuerdo con la regla
siguiente:

e a la lista despierto en formato numérico una sola vez si la caminata se encuentra des-
pierta y en formato caracter dos veces si la caminata se encuentra dormida;

e a la lista dormido en formato numérico dos veces si la caminata se encuentra dormida
y en formato caracter una sola vez si la caminata se encuentra despierta.

El objetivo de los puntos anteriores es garantizar que al finalizar la simulacién del MBBS
las tres listas tengan la misma longitud. La utilidad de esto serd que podremos trabajar con
muchas trayectorias del MBBS, siendo que la condicién de que sigan la misma trayectoria
después de la interseccién se cumplird cuando los datos comparados entrada a entrada en
las listas sean ambos de tipo numérico. Esta modificacién del algoritmo es suficiente para
poner en practica la regla de coalescencia descrita arriba tomando en cuenta cada uno de
sus puntos. Inicializaremos todos los vectores con variables numéricas, pero las trayectorias
nunca se intersecaran al tiempo cero pues comienzan todas en puntos distintos.
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Figura 5.4: Simulacién de 35 trayectorias del MBBS y el diagrama de coalescencias asociado,
con probabilidades de despertar 0.03 y de dormir 0.03 en cada paso. Observemos que en esta
realizaciéon la dltima coalescencia no se produjo.

Como en el caso de los movimientos brownianos sin banco de semillas, redujimos el tiempo
maximo de simulacién a 800 para visualizar mejor el coalescente. El tiempo adecuado para
respetar la proporcién del escalamiento de la Seccion 1.3 seria (2 (35 — 1))2 = 4,624. A
continuacién mostramos el pseudocédigo para la simulacién del coalescente.* Una vez méas no
nos enfocaremos en la simulacién del digrama de coalescencias, pues el c6digo para esa parte
es demasiado extenso.

4Referirse al archivo caminatas_recta_bs.py.
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Pseudocdédigo 11 Coalescente de MBBS

Notas: a) Las barras de valor absoluto denotan la longitud de una lista. b) El indice —1
representa el ultimo elemento de una lista.
Entrada: n € Z™: ntmero de caminatas; t,e € Z7: tiempo méximo de simulacién;
p1 € [0, 1]: prob. despertar; ps € [0,1]: prob. dormir.
Inicializar: caminatas = {{0.5,...,0.5}}; despiertos = caminatas; dormidos =
—_——
tmaz+1 veces
caminatas.
Nota: Utilizamos el ntimero 0.5 para que la primera caminata no cumpla la condicién if.

for j € {0,1,...,2n — 2} do
caminata = {j}, valor := j, despierto := {j}, dormido = {j}.
Utilizar el Pseudocédigo 10 para llenar las t,,4, entradas de caminata, despierto y
dormido, de acuerdo con los puntos indicados en las vinetas de esta seccion.
for i € {0,1,...,|caminata|} do
for k € {0,1,...,|despiertos|} do
if despierto (i) = despiertos (k,i) or dormido (i) = dormidos (k,i) then
caminata (s) = caminatas (k,s) Vs € {i+ 1,1 +2,...  tmaz}
despierto (s) == despiertos (k,s) Vs € {i + 1,1+ 2,... , tmax}
dormido (s) == dormidos (k,s) Vs € {i+1,i+2,... ,tmaez}
break
Agregar caminata a caminatas
Agregar despierto a despiertos
Agregar dormido a dormidos
Graficar la trayectoria simulada. Mostrar hasta que j = 2n — 2.

Salida: Figura

Nota: Podemos hacer una modificacién del algoritmo® para simular MBBS en el plano, de
manera analoga a como hicimos en la Seccién 3.1. El punto de inicio de cada trayectoria es
escogido uniformemente en Zgar. Ver la Figura 5.5. De nuevo, el tiempo de simulacion fue
reducido para obtener una mejor visualizacién de las trayectorias.

°Referirse al archivo caminatas_reticula_bs.py.
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Figura 5.5: 200 MBBS coalescentes en el plano. Pardmetros p; = 0.01 y po = 0.01.

Tiempo de ultima coalescencia

Aproximaremos ahora la densidad del tiempo de ltima coalescencia de MBBS que parten de
un segmento de recta. Modificamos el algoritmo empleado para que detecte si al alcanzar el
tiempo maximo de simulaciéon establecido hay una unica trayectoria o no, y determinar asi
si la ltima coalescencia se produjo. En la Figura 5.6 podemos observar seis histogramas®
que muestran las densidades al variar los parametros. Debido a que el tiempo de ultima
coalescencia es casi siempre mayor que el del flujo browniano, tomamos probabilidades grandes
p1 ¥ p2 para que el nimero de veces que todas las trayectorias colisionaron fuera aceptable.

0.0014 4 i p1=0.1,p,=03
E p1=0.3,p,=0.3

0.0012 1 = p;=05,p,=03 |
0.0010 -

ge)

3

 0.0008 -

C

[

0 0.0006 -
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0.0002

0.0000
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Tiempo

(a) Densidades al variar p;.

SReferirse al archivo densidad_mbbs.py.
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Figura 5.6: Densidades empiricas del tiempo de tultima coalescencia del coalescente de MBBS.
Cada histograma representa diferentes probabilidades de dormir y despertar en cada paso y fue
generado a partir de simular 10, 000 veces con 10 trayectorias. En este caso no realizamos los
ajustes de densidad de kernel gaussiano de la Seccion 4.5 y preferimos mostrar los histogramas

inalterados.

Los valores aceptados y excedentes fueron los siguientes:

p1 variando y ps fija (Figura 5.6 (a)).

H Prob. de dormir Prob. de despertar Aceptados Excedentes H

0.1 0.3 7,482 2,518
0.3 0.3 6,124 3,876
0.5 0.3 4,913 5,087

p1 fija y pa variando (Figura 5.6 (b)).

H Prob. de dormir Prob. de despertar Aceptados Excedentes H

0.3 0.1 3,916 6,084
0.3 0.3 6,178 3,822
0.3 0.5 6,976 3,024

Al dividir el nimero de valores aceptados entre 10,000 obtenemos una aproximacién a la
probabilidad de ultima coalescencia antes del tiempo 3,000 en cada caso.
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Observaciones:

e Los comportamientos de los histogramas en ambas figuras son parecidos, pero se en-
cuentran invertidos de acuerdo con los valores de las probabilidades. Esto ocurre puesto
que es mas probable que la ultima coalescencia se dé estando las caminatas despiertas
que dormidas.

e A excepcion de los casos en los que p;1 = po = 0.3, las densidades en la primera grafica
presentan maximos (valores de la moda) més grandes que las densidades en la segunda.

o Los valores excedentes son, en promedio, més bajos para las densidades en la primera
grafica, por lo que los histogramas en (a) presentan mayores tasas de aceptacion.
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Conclusion

A lo largo de esta tesis propusimos varios algoritmos que probaron ser efectivos y que parten
de una misma base: la definicién de proceso coalescente numerable. En cada seccién tuvimos
que realizar ciertas modificaciones para adecuar el algoritmo a las propiedades subyacentes
del proceso, por lo que no es practico fusionar todo el cédigo desarrollado en una misma clase
o funcién. Sin embargo, los algoritmos podrian optimizarse y enriquecerse para simular los
coalescentes de muchisimos procesos mas.

En el primer capitulo nos basamos en el teorema de Donsker y en la construccién de Fontes
et al. para definir un método numérico para generar movimientos brownianos sin la cual
posteriormente la simulacién del coalescente de MBBS hubiera sido, si no imposible, si mas
complicada. En el segundo capitulo logramos visualizar la web browniana de Fontes et al. y
el flujo browniano de Arratia, asi como la propiedad de decaemiento desde el infinito. En el
tercer capitulo utilizamos el algoritmo para representar el tiempo de tltima coalescencia del
flujo browniano restingido a un conjunto compacto. Ademas, calcular la forma cerrada de sus
funciones de densidad y distribucién fue 1til no unicamente para comprobar la precisién del
algoritmo, sino también para explorar algunas propiedades y el vinculo existente con ciertas
ecuaciones diferenciales parciales. En el cuarto capitulo extendimos el algoritmo a procesos de
[t6 con ayuda de uno de los métodos numéricos més populares del calculo estocastico. Reuti-
lizar fragmentos del desarrollo del Capitulo 3, sobretodo de la Subseccion 3.3.1, fue acertado
para encontrar la distribucién del tiempo de interseccion en los coalescentes del movimiento
browniano geométrico y de Ornstein-Uhlenbeck en su forma exacta. Por dltimo, en el quinto
capitulo programamos el movimiento browniano con banco de semillas de dos maneras di-
ferentes: la primera haciendo uso de herramientas de la teoria de renovacion, y la segunda
mediante la construccién de las caminatas aleatorias coalescentes en el plano desarrollada por
Fontes et al. e incluyendo la reticula Z?2 También propusimos una manera de simular el

impar*
coalescente que cumple con su cometido de manera satisfactoria.

Hay una infinidad de propiedades que quedaron inexploradas. Algunos puntos que en mi
opinién podrian dar lugar a proyectos futuros son:

e Encontrar la distribucién en su forma cerrada del tiempo de ultima coalescencia en el
coalescente de MBBS.

e Llevar a cabo un desarrollo similar al de Fontes et al. para definir la variable aleatoria
limite del coalescente de MBBS cuando tomamos una infinidad de trayectorias.

e Proponer una regla de coalescencia adecuada para los coalescentes de movimientos brow-
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nianos geométricos y de procesos de Ornstein-Uhlenbeck y Wright-Fisher cuando con-
tamos con una infinidad de trayectorias.

e Analizar con detalle la funciéon de distribuciéon de la interseccién de dos trayectorias
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Posiblemente buscar responder a las preguntas
jesta variable aleatoria es integrable? y ;su funcién de distribucion satisface alguna
ecuacién diferencial parcial, ain cuando su condicién inicial presente una singularidad?
Esto 1ultimo se observa al calcular el limite cuando ¢ | 0 de P (Tm, < t), donde esta
probabilidad estd dada por la integral en (4.16). El teorema que nos otorga una solucién
de la ecuacién del calor también es valido para algunas condiciones iniciales no acotadas
bajo ciertas consideraciones adicionales.

Finalmente, seria estupendo que los algoritmos fueran mejorados en un futuro.
Con esto concluyo muy contento y agradecido este trabajo, cuya realizacion fue una ex-

periencia sumamente grata y enriquecedora. La teoria de coalescencia es, sin duda, una rama
multidisciplinaria apasionante de los procesos estocasticos.
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