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Introduccion

Los procesos estocdsticos son un tema central en el estudio de la probabili-
dad. Histéricamente, estos han estado presentes de alguna u otra forma en los
primeros intentos por estudiar fenémenos que involucren el azar, y a partir de la
formalizacién de la probabilidad a principios del siglo XX su relevancia ha ido en
aumento, no solo en el aspecto tedrico, sino también en cuanto a las aplicaciones.

Actualmente existen una gran variedad de fenémenos para los cuales se han
hecho modelos basados en procesos estocésticos, los cuales muestran el potencial
que esta teoria tiene para describir nuestra realidad. En este sentido, el presente
trabajo tiene como finalidad estudiar dos tipos de procesos estocésticos y pre-
sentar una aplicacién en algin fenémeno.

El primer capitulo aborda las cadenas de Markov a tiempo continuo. En él,
se introduce la propiedad de Markov como la caracteristica fundamental de este
tipo de procesos. Se introducen las primeras definiciones y resultados, asi como
algunas restricciones, como la homogeneidad, que simplifican el tratamiento de
las cadenas. Después se presentan las ecuaciones de Kolmogorov, derivadas de
la naturaleza continua de estos procesos. Con apoyo del material del apéndice
sobre la exponencial de una matriz, se presentan las soluciones a dichas ecua-
ciones para cadenas con un espacio de estados discreto y se comenta de manera
breve el caso continuo. Luego, se presentan las propiedades de comunicacién y
las distribuciones estacionarias y limite. Finalmente, el capitulo concluye con
tres ejemplos concretos donde se presentan la mayoria de los conceptos desarro-
llados en el capitulo.

El segundo capitulo trata sobre los procesos de renovacién. Se introduce la
idea de este tipo de procesos, se contrasta con las cadenas de Markov, y se pre-
sentan las definiciones y propiedades bésicas. Después el estudio se centra en
las propiedades limite de este tipo de procesos, principalmente los teoremas de
renovacién, los cuales aportan informacién valiosa en las aplicaciones. También
se presenta un resultado andlogo al teorema central del limite. El capitulo ter-
mina con un breve estudio de los procesos de renovacién con premio, donde se
presenta un andlogo a los teoremas de renovacién, que es un resultado esencial
para el iltimo capitulo. Ejemplos de algunos de los conceptos son presentados
a lo largo del mismo.
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Por ultimo, en el tercer capitulo se presenta una aplicacién de los procesos de
renovacién a la reproduccién de las células madre del colon humano. De acuerdo
con [9], el tejido del colon es un ejemplo bastante estudiado de tejidos donde
las células son renovadas constantemente, y donde estas siguen un esquema de
reproduccién particular: existe un nicho de unas cuantas células madre que al
dividirse, algunas de ellas comienzan a diferenciarse en células del tejido en
cuestién, aumentando en el proceso de especializacién la tasa de reproduccion
para alcanzar la velocidad a la cual el tejido ya especializado muere. Dicho
proceso de reproduccion es naturalmente estocastico, dada la aleatoriedad de
las variables involucradas en él. Asi, el objetivo del capitulo es presentar un
modelo para describir este proceso, el cual utiliza los procesos de renovacion
con premio. Para ello, la primera seccién del capitulo se aboca a un muy breve
estudio sobre la fisiologia del colon. En él, se identifica el nicho de células madre,
que se encuentra en el fondo de unas estructuras conocidas como Criptas de
Lieberkiihn. La siguiente seccién presenta el modelo y al final se contrastan
predicciones realizadas por el mismo con respecto a datos experimentales. Dichos
datos son todos provistos por [9].
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Capitulo 1

Cadenas de Markov a
tiempo continuo

En este capitulo estudiamos las cadenas de Markov a tiempo continuo. Es-
te tipo de procesos generaliza a las cadenas de Markov con un conjunto de
parametros discreto, por lo que hay cierta analogia entre algunos resultados que
se obtienen al momento de estudiar estos procesos, mas no siempre sucede que
las pruebas resulten ser anédlogas a las del caso discreto. El problema surge pre-
cisamente porque un conjunto de parametros continuo casi siempre resulta ser
mas complicado de estudiar que un conjunto discreto.

Sin embargo, la idea de las cadenas a tiempo continuo sigue siendo la misma:
procesos con un espacio de estados a lo mas numerable en los cuales conociendo
la historia del proceso hasta un cierto instante ¢ > 0, para estudiar su compor-
tamiento futuro sélo importa conocer el dltimo estado de la cadena del que se
tiene registro.

A pesar de la dificultad que conlleva estudiar ahora cadenas con un parame-
tro continuo, la cantidad de aplicaciones que se pueden abarcar aumenta, ya que
hay fenémenos en los que conviene mas que el parametro del proceso pertenezca
a un conjunto continuo, el cudl tipicamente es la semirecta [0, c0). Tal es el caso
de los fenémenos que se modelan con el proceso de Poisson, el cudl por si solo
conlleva una gran cantidad de aplicaciones, y que es estudiado brevemente en el
capitulo junto varios otros ejemplos de cadenas de Markov a tiempo continuo.

1.1. Definicion y primeras propiedades

Comenzamos por definir una cadena de Mérkov a tiempo continuo. A lo largo
de todo el capitulo, I representa un conjunto no vacio y a lo mas numerable.

Definicién 1.1.1. Sea {X; : t > 0} un proceso estocdstico a tiempo continuo
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definido en un espacio de probabilidad (2, % ,P). Sea I su espacio de estados.
Decimos que (X¢)i>0 es una cadena de Mdrkov a tiempo continuo si cumple que
Vs, t >0, Vf:R— R funcion F — medible,

]E(f(Xt-i—?)l‘gZS) = ]E(f(Xt+s)|Xs) (11)

donde Fs = 0(Xy,u < s) es la o—dlgebra generada por todas las variables X,
hasta el instante s.

La igualdad (1.1) es conocida con el nombre de propiedad de Mdrkov. Tal
igualdad puede reformularse usando propiedades de la esperanza condicional,
de forma que podemos reescribir la propiedad de Mérkov de la siguiente forma:
Vs, t >0, Vi,jel,

P(Xiys = j|1Xs =4, Xy = 2(u),Vu < 8) = P(Xiqs = §| Xs = 1), (1.2)

donde Vu < s, x(u) € I. Esta forma de expresar la propiedad de Markov es més
asequible para el propdsito de este texto, y sera la forma en como usaremos la
propiedad de Markov.

Intuitivamente la propiedad de Markov nos dice que para conocer la proba-
bilidad de que el proceso (X;);>0 llegue a un estado j € I en un tiempo mayor
a s conociendo los estados X, a los cuales ha llegado el proceso para cualquier
tiempo u € [0, s, es suficiente con conocer el estado al cual llegé el proceso en
el ultimo instante de tiempo del que tenemos informacién sobre él, que es X.

Si interpretamos tal ultimo tiempo s como el presente, podemos reformu-
lar lo anterior diciendo que para conocer el comportamiento de una cadena de
Markov en un tiempo futuro t+ s, basta con conocer el valor que tomé el proceso
en el tiempo presente, X, sin importar los valores que haya tomado antes. Es
decir, el futuro de la cadena es independiente de su pasado, dado el presente.

A lo largo del capitulo siempre usaremos cadenas de Méarkov a tiempo con-
tinuo, y nos referiremos a estas como cadenas de Mérkov o simplemente cadenas.

En un inicio, la probabilidad de que la cadena vaya de un estado i a un
estado j en un intervalo de tiempo de tamano fijo no tiene por qué ser igual
conforme va avanzando el tiempo, es decir, en general, para s,t > 0,

P(Xi1s = j|Xs = i) # P(X; = j[Xo = i),

pues el proceso puede ir cambiando su comportamiento conforme cambia el in-
tervalo de tiempo en el que estemos centrados.

Sin embargo, si una cadena de Markov (X¢);>o cumple con que las probabi-
lidades de ir de un estado a otro en un intervalo de tiempo de tamano fijo son
independientes del punto de [0, c0) en el que nos encontremos, recibe un nombre
especial:
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Definicién 1.1.2. Sea (X;);>0 una cadena de Mdrkov. Decimos que la cadena
es homogénea si Vs, t >0, Vi,j €1,

P(Xiys =i|Xs =7) = P(Xy = i|Xo = j).

Lo anterior nos da la posibilidad de denotar a las probabilidades de ir de un
estado ¢ a un estado j en un tiempo t > 0, como sigue:

Pij(t) == P(X; = i|Xo = j).

Dichas probabilidades se conocen como probabilidades de transicion.
Noétese que cuando t = 0,

1 si i=j,
P;(0)=P(Xy=i|Xo=j) =
0 si i#7].
La intuicién del caso t = 0 es que P;;(0) representa la probabilidad de ir al

estado ¢ desde el estado j en una cantidad de tiempo 0, es decir, de forma in-
mediata, lo cual ocurre sélo si el estado ¢ es igual al estado j.

Nuestro interés es estudiar cadenas con esta propiedad, por lo que a lo lar-
go del capitulo asumiremos que las cadenas de Markov son siempre homogéneas.

Ya desde este instante es posible visumbrar la importancia de las probabi-
lidades de transicion, pues son cantidades que van a dictar el comportamiento
del proceso en entre cualquier par de estados y en cualquier instante de tiempo.
Para facilitar su estudio, una forma conveniente de ver tales probabilidades de
transiciéon es enmarcarlas en una matriz.

Recordemos que I el espacio de estados es un conjunto numerable, asi que
para visualizar la idea supongamos que I = {1,2,3,...}. Entonces las probabili-
dades de transicién para un tiempo t > 0 se ven como:

1 2 3
1 [Pi1(t) Pia(t) Pis(t)
2 | Poi(t) Poo(t) Pos(t)
3 Ps; (t) Pso (t) Ps3 (t)

Dada la dependencia de dicha matriz del tiempo, denotaremos como P(t)
a tal matriz. De acuerdo a lo dicho antes, en el caso t = 0 convenimos que
P(0) = Id, donde Id es la matriz identidad sobre el conjunto I. Obsérvese que
con esta notacioén se tiene la coincidencia siguiente: Vi, j € I,

Pij(t) = (P())ij,

la cual serd usada en algunas ocasiones mas adelante.
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Ahora, es natural que al estudiar los procesos anteriores con un espacio de
estados discreto, tengamos en mente que estos comienzan en un determinado
estado Xg = i con i € I y que después de un determinado tiempo t > 0 el
proceso salte a un estado j € I distinto de ¢, de forma que X; = j. Tanto
los momentos del intervalo [0,00) en los cuales el proceso realiza un salto, asi
como la cantidad de tiempo que el proceso se demora en dicho estado antes de
realizar un salto a otro estado, son cantidades de interés al estudiar las cadenas
de Markov. Estas cantidades, en virtud de la aleatoriedad del proceso, son en si
mismas variables aleatorias. Tenemos asi las siguientes definiciones:

Definicién 1.1.3. Sea (X;)i>0 una cadena de Mdrkov. Definimos los tiempos
de salto como una sucesion de variables aleatorias (Wp,)nen dada por:

Wy =0 Yy Vn >0, Wpyr:=inf{t > W,|X; # Xw, },
en donde asumimos que inf @ = oco.

Los tiempos de salto de la cadena nos indican precisamente los instantes en
los que ocurre un cambio en las trayectorias del proceso al cambiar de estado
la cadena. La intuicién de la convencion inf @ = oo se debe a que, si llegado un
cierto instante, la cadena no vuelve jamas a cambiar de estado a partir de tal
instante, entonces podriamos decir que el siguiente tiempo de salto se da en el
infinito.

Ademas, si para alguna n > 0, W,, = oo, la convencién anterior defi-
ne a los tiempos de salto W, para cualquier m > n, ya que se tiene que
{t > ©|X; # Xw,} = @, y recordando la convencién sobre inf @ obtene-
mos que Ym > n, W, = oco.

De manera que si para una n > 0 se tiene W,, = oo, denotamos X, :=
Xw, . El estado X, precisamente representa el valor en el cual la cadena se ha
estancado, siendo X, un valor indefinido en otro caso.

Definicién 1.1.4. Dada una cadena de Mdrkov (X;)i>o con estado inicial Xo =
i, definimos el tiempo de estancia (en el estado i) como la variable aleatoria

T, = inf{s > 0| X5 # i}.

Estos tiempos de estancia representan el primer tiempo ¢ en el cual nuestra
cadena abandona su estado inicial ¢, lo cual engloba informacién valiosa sobre
el comportamiento del proceso.

Los conjuntos de variables anteriores nos dan una primera idea de cémo se
visualizan las trayectorias de un proceso que salta, pues representan la idea de
los cambios de la cadena de un estado a otro transcurrido un tiempo determi-
nado, ademds de contener en si mismas informacién sobre el proceso. Ahora
bien, existen distintas posibilidades para la evolucién de la cadena segin alguna
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X .'4.') \

Wy o Wy W

Figura 1.1: Cadena con ! como estado absorbente.

posible realizacién w € Q.

Primero, tenemos la posibilidad de que exista un estado ¢ € I, tal que si
la cadena inicia o llega eventualmente a ¢, la cadena quede estancada en él,
como en la figura 1.1. A un estado con dicha propiedad se le denomina estado
absorbente, concepto que se plasma en la siguiente definicién:

Definicién 1.1.5. Dada una cadena de Mdrkov (X;)i>0 con espacio de estados
I, decimos que i € I es un estado absorbente si ocurre que

P(T; = ) = 1.

Notese que, gracias a la suposicién de homogeneidad, la condicién anterior
se puede trasladar a cualquier instante en el tiempo, por lo que un estado ab-
sorbente puede ser un estado inicial de la cadena, o bien puede llegarse a él
eventualmente.

Otra posibilidad es que la cadena tenga una sucesién de saltos de tal forma
que los tiempos entre estos se van acortando cada vez més entre si, hasta llegar
a un punto en el que se dan infinitos saltos en una cantidad finita de tiempo, tal
como en la figura 1.2. En este caso, se dice que la cadena explota en el instante
t = ¢, que definimos en términos de las variables (W,,),>0 como sigue:

Definicién 1.1.6. Dada una cadena de Mdrkov (X;)i>0, definimos el tiempo
de explosion ( como

¢ :=sup W,.
n>0

Y finalmente estd la posibilidad de que no exista una infinidad de saltos en
un intervalo finito de tiempo, pero que la cadena cambie constantemente a lo
largo del tiempo. En tal caso denotamos ( = oo, y graficamente se representa
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Figura 1.2: Cadena con explosion en t = (.
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Figura 1.3: Cadena usual.

en la figura 1.3.

Aunque las posibilidades son variadas, en este texto nos centraremos en es-
tudiar las cadenas que tienen trayectorias similares a las de la figura 1.3, de
forma que impondremos ciertas restricciones sobre las cadena.

Como primera restriccién, en el capitulo vamos a considerar solamente ca-
denas no explosivas, es decir, asumiremos que P({ < co) = 0. Asf, a diferencia
del ejemplo de la figura 1.2, las cadenas que vamos a considerar estan en prin-
cipio bien definidas para cualquier ¢ > 0. Un tratamiento breve de cadenas que
presentan un tiempo de explosién ¢ puede consultarse en [5, seccién 2.7].

Por otro lado, asumiremos a lo largo del capitulo que las variables aleatorias
(T})ier son independientes entre si, y asumiremos lo mismo entre las variables
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Xr, y T;. En particular esto ultimo nos dice que el tiempo de estancia de la
cadena en un estado ¢ € I es independiente del estado a donde la cadena se
dirija al saltar.

Ademaés, las variables aleatorias T; se supondran finitas con probabilidad
uno, o infinitas con probabilidad uno. Esto significa que los estados de la cade-
na de Markov s6lo pueden ser con probabilidad 1 alguna de las dos condiciones:
absorbentes o no absorbentes.

Aquellas cadenas que cumplan con las condiciones anteriores intuitivamente
poseen trayectorias como las que nos interesan.

Para comenzar el estudio de dichos procesos, nos centramos en las variables
aleatorias (T;);es. Al ser cantidades que rigen el comportamiento de los saltos
entre los estados de la cadena, una pregunta que surge de forma natural es:
j,cémo se distribuyen las variables aleatorias T;, para ¢ € I arbitrario?

La respuesta a lo anterior es bastante interesante, y se fundamenta en la
propiedad que caracteriza a las cadenas de Markov: para conocer un compor-
tamiento futuro teniendo informacion de la historia del proceso, basta con lo
iltimo que sabemos de él.

Teorema 1.1.7. Dada una cadena de Mdrkov (Xy)i>0 con estado inicial Xo =
i, la variable aleatoria T; = inf{s > 0| X # i} se distribuye de forma exponen-
cial.

Demostracion. Dado que las variables aleatorias exponenciales son las tnicas
variables aleatorias continuas con la propiedad de pérdida de memoria, bastara
con probar que T; tiene dicha propiedad.

Sean s,t > 0. Notemos que, al ser T; el infimo de los tiempos en donde X,
deja el estado 7, se tiene la siguiente igualdad entre eventos

{T; >t} ={X, =1, Vu <t} (1.3)
Y asi,
P(T; > s +t|T; > t) = P(Xy = i, Yu <t + 8| Xy =i, Yu < 1)
P(X,=1i, Vu<t, y X, =1, Yu€e (t,t+s))
P(X, =1, Yu € (0,1))
=P(X, =1, Yue (t,t+ s)| Xy, =1, Yu <t),

y usando la propiedad de Markov,

=P(X, =1, Yu e (t,t+ s)|X; =1).
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Finalmente, por homogeneidad y la igualdad (1.3),
=P(X, =1i,Yu e (0,s)|Xo =1) =P(T; > s).

Hemos llegado a que P(T; > s + t|T; > t) = P(T; > s), y por lo tanto T;
tiene una distribucién exponencial. |

Para cada i € I, denotaremos por A; al pardmetro de la variable T;, de forma
que T; ~ exp(A;). Asi mismo, denotaremos por R;; a la probabilidad de que la
cadena de Markov salte del estado ¢ al estado j llegado el tiempo ¢t = T;. Esto
es:

Rij = P(X1, = j| Xo = 1),

donde la probabilidad en el caso i = j la asumiremos siempre igual 0, pues
de esta forma aseguramos que la cadena no salte al mismo estado en el que se
encuentra.

A dichas cantidades las denominaremos probabilidades de salto, y asi como
las probabilidades de transicion, se pueden enmarcar en una matriz, la cual nos
arroja bastante informacién sobre el proceso.

1 2 3

1 0 Ri2 Ris
3 | Rt R3zx O

Notemos que la matriz anterior es estocastica:

= Vi,j €I, R;; >0 ya que R;; es una probabilidad.

= Sus renglones suman 1, pues por definicién,

> Rij=> P(Xy, =j|Xog=1i) =P(Xy, € I|Xg =1i) = L.
jel jel

Las cantidades T; y las probabilidades de salto R;; para i,j € I son bastante
importantes en nuestro proceso de acuerdo al siguiente resultado:

Teorema 1.1.8. Sea (X,)i>0 una cadena de Mdrkov a tiempo continuo. Sean
(Rij)ijer ¥ (MNi)ier las probabilidades de salto y los pardmetros de los tiempos
de estancia T;, respectivamente. Entonces la cadena estd determinada de forma
unica por dichas cantidades.

Su demostracién serd omitida en este texto, por lo que remitimos a [5, sec-
ciones 2.6 y 2.8].
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Nuestro primer objetivo es estudiar las probabilidades de transicién P;;(t)
para ¢,7 € I y t > 0 arbitrarios, pues son cantidades que nos describen explici-
tamente el comportamiento de las cadenas de Markov.

El objetivo anterior es bastante delicado, pues no sélo hay dependencia de
los estados i, j, sino también del tiempo ¢ que es una variable continua. Para
ello desarrollaremos varios conceptos y resultados.

1.2. Las ecuaciones de Kolmogorov

Para comenzar con el estudio de las probabilidades de transicién, introduci-
mos la siguiente notacién:

Notacién: Dada una cadena de Markov (X;);>0, un estado ¢ € I y un
conjunto medible A € %, denotamos a la medida de probabilidad condicionada
al evento {Xy = ¢} como:

En particular, tenemos que

Pi( Xy = j) = P(Xy = j|Xo =1) = Pij(t)a

Pi(X; € B) :=P(X, € B|Xo =1i) = »_ P;(t),
JEB

parajely Be ..

Un primer resultado que describe las probabilidades de transicion es el si-
guiente:

Teorema 1.2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Sea (X;)¢>0 una
cadena de Mdarkov y sean s,t > 0, i,j € 1. Entonces se cumple que

Pij(t+5) =Y Pu(t)Pr(s). (1.4)
kel
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Demostracion. Notemos que

Pij(t+s) = P(Xpys = j| Xo = 9)
P(Xyys = j, Xo = 1)
P(Xo — 1)
B P(Xi1s =5, Xe =k, Xo=9)P(X; =k, Xo =1)
=2 P(X, = k, Xo = )P(Xo = 4)

kel
=3 P(Xips = j|1Xs = k, Xo = i)P(X; = k| X = i)
kel
= P(Xypo = j|X; = k)P(X, = k| Xo =)
kel

=) P(X, = j|Xo = k) Piur(1)
kel

= Pij(5)Pik(t),
kel
donde en la antepenultima igualdad se usé la propiedad de Markov, y en la

penultima la homogeneidad de la cadena. ]

Las ecuaciones (1.4) son un resultado esencial de cadenas de Markov tanto
a tiempo discreto como a tiempo continuo, y en este ultimo nos pueden dar
informacién acerca del proceso en intervalos de tiempo pequenos.

También con las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, podemos dar una
primera expresién para las probabilidades de transicién.

Teorema 1.2.2. Seani,j € I yt > 0. Entonces

¢
P; (t) = 6Z‘j€_/\it + / )\ie_)‘is Z Rikpkj(t — s)ds (15)

0 kel, k#i
Demostracion. La idea es partir el evento {X; = j|X; = i} en dos partes,

dependiendo de si la cadena salta de i a j en [0,¢] o si no lo hace, es decir, de si
0< T, <toT;>t, los cuales son eventos ajenos. Esta situacion se ilustra en
la figura 1.4. Asi,

Por un lado, P;(X; = j,t < T;) corresponde a la probabilidad del evento en
el cual la cadena no ha saltado de i antes del instante ¢t > 0, con lo cudl,

Pt <T;) si i=j,
Pi(X,=j, t<T) =P(X; =34, t <Tj| Xo=1) =
0 si i+,
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XNi(w . Xifw
t{w) A ' t(w) A

T, I [ T I T, I - 1

Figura 1.4: Los eventos T; >t y 0 <T; <t en una trayectoria de la cadena.

o lo que es lo mismo,

Pi(Xt =7 t< Tz) = 5@‘]?(75 < Tz),

y como vimos que para i € I, T; ~ exp();), concluimos que
Pi(X; = j,t <T;) = 65 . (1.7)

Por otro lado, P;(X; = j, T; < t) corresponde al evento en el cuél la cadena ya
salt6 de ¢ y de hecho al tiempo ¢ estd en el estado j. Sin embargo no conocemos
qué ocurrié en el intervalo de tiempo [T}, t], ya que podria haber saltado la
cadena de ¢ a j directamente, o podria haber saltado a distintos estados antes
de ir a j, asi que para calcular tal probabilidad hacemos uso de la distribucion
exponencial de T; y del hecho de que la probabilidad de salto de i a j estd dada
por Ij:

t
Pi( Xy = j, T; <t) = / Ix.11%0 (7, sli)ds
0

¢
= / Z fx,m,x. 1% (d: 8, kli)ds,

0 ker, ki
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donde se hace la convencién de que fx|y (z|y) denota a la funcién de densidad
condicional de X dado Y sies que X y Y son variables continuas, a la funcién de
masa condicional, si es que las funciones X y Y son discretas, o bien algin caso
mixto, como el nuestro. Ahora, condicionando, usando la propiedad de Markov
y homogeneidad,

t
= / Z T1i1x0 (810) fx 1m0, x0 (K185 8) fx 10, x 0, x0 (G5, Ky 1) ds

0 ker, ki

¢
= / Z frix0(818) fx 10, x0 (K8, 8) fx, 1 x, (G5, B )ds

0 ker, ki

t
= / Z Trx0 (819) fx 1m0, x0 (K18, 8) fx, 1, x0 (] 85 K ) ds.

0 ker, ki

Finalmente usando la independencia de los tiempos de estancia con el proceso
al cambiar de estado y la definicién de las probabilidades de salto,

t
- / S Fro (51)B(Xa, = KXo = )B(X,_s = j|Xo = k)ds
0 ker, ki
¢
_ / S AeM Ry Py (t - s)ds
0 ker, ki
¢
= / Nie s Z R Py (t — s)ds. (1.8)
0 kel, ki
Combinando las ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8) concluimos. [ |

Aunque la ecuacién (1.5) nos da una expresion explicita de la probabilidad
que nos interesa, resulta de poca utilidad préactica pues involucra una ecuacion
integral en donde el integrando tiene a las probabilidades Py;(t — s) que son las
que queremos conocer. Sin embargo, con dicha ecuacién podemos llegar a una
expresién particular para las probabilidades P;;(t), que involucra a sus derivadas
cuando las vemos como funcién de la variable .

En la ecuacién (1.5), usemos el cambio de variable u = ¢ — s. Tenemos que
s=t—uy con ello,

Pij(t) = 6ie M — [ Nem M0 N Ry P (u)du
¢ kel, ki

t
:(sije%w/ Aie et N Ry Pyj(u)du
0 kel, k#i

t
= (Sije_h't + /\ie_)‘it/ erit Z Rk Py (u)du. (1.9)
0 kel, ki
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Ahora, consideremos la funcién P;; : [0,00) — R con regla de corresponden-
cia P;;(t). Notemos que dicha funcién tiene derivada continua pues acabamos
de obtener una expresién para ella que se compone de funciones de clase C!
respecto a t. Por lo tanto, su derivada esta bien definida y, denotdndola como

P (t):

t
Pi(t) = 8ij(—Aie M) — )\1267)‘“:/ etiv Z R Pyj(u)du
0 kel, ki
+ e MM N Ry Pry(t)
kel, ki

¢
=\ 6ije_Ait+)\ie_Ait/ et Z Ry, Prj(u)du
0 kel, ki

+ A Z R Pyj(t),
kel, ki

pero la expresion entre paréntesis es justamente la ecuacién (1.9), por lo tanto,

Pl(t) = =NPy(t) + N Y RirPej(t). (1.10)
kel, keti

La ecuacién anterior nos permite conocer las probabilidades de transicion entre
cualesquiera dos estados ¢, j € I a un tiempo ¢t > 0 a través de sus derivadas. En-
tonces nuestro objetivo es resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales (1.10).

Una observacién detallada de dicho conjunto de ecuaciones revela una forma
muy conveniente de escribirlas: pueden verse como el producto de dos matrices.
Para ello introducimos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.3. Sea (X;)i>0 una cadena de Mdrkov a tiempo continuo con
probabilidades de salto {R;j : i,j € I}. Definimos el generador infinitesimal de
la cadena como la matriz {Q;; : i,j € I} donde Vi,j € I,

0, = -\ sit=17,
I )\iRij St 1 7é ]
El siguiente resultado nos muestra la importancia que tiene el generador

infinitesimal en ellas:

Teorema 1.2.4. Dada una cadena de Mdrkov a tiempo continuo (Xy)i>0, Su
generador infinitesimal la determina de forma unica.

Demostracion. Recordemos que una cadena de Mérkov (X;):>o estd determi-
nada de forma tnica por

1. (T3)ier los tiempos de estancia que se distribuyen exp();).
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2. Las probabilidades de salto instantdneo {R;; : 4,5 € I}.

Asi, dado el generador infinitesimal @, primero recuperamos a las probabilidades
de salto como sigue:

—% st Qi # 0,
Vi, j €1, Rij =
(rij)jer st Qi =0,

donde las probabilidades (r;;);er provienen de una distribucién de probabilidad
cualquiera.

Finalmente construimos la sucesién de variables exponenciales (T;);es to-
mando una sucesién de variables aleatorias independientes (Z;);c; tales que
Z, ~ exp(l) para cualquier n € I y definimos T; := _Z*“_ para cada i € I tal
que Q;; # 0. Entonces T; ~ exp(—Q;;). Si un estado j € I es tal que Q;; =0
entonces dicho estado es absorbente, por lo que una variable aleatoria T; que
tome el valor co con probabilidad 1 debe ser anadida a la sucesién (T;);c;. B

Maés adelante estudiaremos mejor esta matriz. Por ahora, con la definicién
del generador infinitesimal la expresién obtenida en (1.10) se puede escribir
como producto de las matrices P(t) y Q. Notemos que para i,j € I:

(QP(t))i; = ZQikij(t) = Qi P (t) + Z Qi Py (t)

kel kel, ki

=—\Pi(t) + N Z Ry Prj(t) = P;(t),
kel, ki

es decir, tenemos

Pi(t) = QinPi;(t) = (QP(t))i;. (1.11)

kel

En particular, para ¢t = 0 la ecuacién (1.11) se convierte en
P/(0) =Y QirPi;(0),
kel
pero recordemos que Py;(0) = (Id)x; = dk;, con lo que al final
Pj(0) = Qi (1.12)

para cualesquiera i,j € I. Esto tltimo nos da una idea de por qué la matriz
Q@ es llamada generador in finitesimal de la cadena: dicha matriz indica como
cambia de forma infinitesimal el proceso.

El conjunto de todas las ecuaciones (1.11) son conocidas como las ecuaciones
backward de Kolmogorov, las cuales pueden ser condensadas usando matrices.
Obtenemos asi la siguiente ecuacién diferencial matricial con condicién inicial:



1.2. LAS ECUACIONES DE KOLMOGOROV 15

Definicién 1.2.5 (Ecuaciones backward de Kolmogorov).
PI() = QP(t) ¥t € (0,00),

P(0) = Id.

(1.13)

La expresion P’(t) representa a la matriz cuyas componentes son las deriva-
das de las funciones P;;(t), y Id es la matriz identidad. Luego, si lo que quere-
mos es investigar las probabiidades de transicién P;;(t) para cualquier tiempo

€ (0,00), debemos investigar las ecuaciones (1.13).

Tenemos hasta ahora desarrolladas las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
(1.4) y las ecuaciones backward de Kolmogorov (1.13). Antes de continuar con
el estudio de estas, describiremos un conjunto de ecuaciones similares a las ecua-
ciones backward que también deben cumplir las probabilidades de transicién.

En las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, para s,t > 0y ¢,5 € I, tenemos

2] 5 +t Z -sz ij
kel

Si aqui asumimos que el espacio de estados I es finito, la funcién P;;(t + s)
respecto a s (que en (1.9) argumentamos era de clase C!) es derivable y la
derivada de la suma es la suma de las derivadas. En consecuencia:

Pli(t+s) (ZP% )P (s ) > Pu(t)Py(s) (1.14)

kel kel

Evaluando en 0 tenemos

Pij(t+0) =Y Pu(t)P;(0
kel

Pero sabemos por (1.12) que P/;(0) = Qk;, asf que juntando las tltimas dos
ecuaciones escritas,

=Y Pa(H)Qus. (1.15)

kel
Si de nuevo reescribimos todas las ecuaciones (1.15) como producto de las ma-
trices P(t) y @, tenemos la siguiente ecuacién matricial:

Definicién 1.2.6 (Ecuaciones forward de Kolmogorov). Para un espacio
de estados I finito, se cumple que

PI(t) = P(#)Q vt €[0,50),
(1.16)
P(0) = Id.

Algunas observaciones se encuentran a continuacién:
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Observacion 1.2.7. Mientras que las ecuaciones backward pueden obtenerse
para cualquier conjunto I de estados, la deduccion de las ecuaciones forward
necesitan un espacio de estados I finito.

Observacion 1.2.8. Aunque en este texto mo serd tratado, la hipdtesis del
espacio de estados finito en la deduccion de las ecuaciones forward puede ser
debilitada a un espacio I infinito y unas probabilidades de transicion P;;(t)
tales que el teorema de convergencia dominada aplique, esto con la finalidad
de intercambiar la suma con la derivada en la deduccion (1.14) de la ecuacion
forward.

La solucién de las ecuaciones de Kolmogorov en sus distintas versiones signi-
fica conocer directamente las probabilidades de transicién P;;(t) para cualquier
i,j€lytel0,00).

1.3. Q-matrices y solucion a las ecuaciones de
Kolmogorov

Para dirigirnos a la solucién de las ecuaciones (1.13) y (1.16), debemos es-
tudiar su estructura, las cuales se sustentan en el generador infinitesimal de la
cadena, la matriz (). Asi, un estudio méds minucioso de esta matriz nos sera tutil.
Para esto definimos una familia particular de matrices.

Definicién 1.3.1. Sea I un conjunto a lo mds numerable y Q € My (R).
Decimos que Q es una Q — matriz si:

1. Yi,j €l coni# j se cumple que Q;; > 0,

2.Viel, ) Qi;=0.

jel

En otras palabras, las Q — matrices sobre I son aquellas que tienen entradas
no negativas fuera de la diagonal y que cumplen que @Q;; = — el Qij, con
1el.

Con esta definicién a la mano, al ver el generador infinitesimal ) de una
cadena de Markov a tiempo continuo, nos encontrarnos con una Q — matriz
como se ve en el siguiente resultado.

Recordemos que, si {R;; : 4,5 € I} son las probabilidades de salto de la
cadena (X;)¢>0, entonces su generador infinitesimal es la matriz sobre I con
componentes

0. = N sii=j
E )‘lRU St 1 75 ]
Teorema 1.3.2. Sea Q el generador infinitesimal de la cadena de Madrkov
(Xt)i>0- Dicha matriz cumple con ser una Q — matriz.



1.3. Q-MATRICES Y SOLUCION DE LAS EC. DE KOLMOGOROV 17

Demostracion. 1. Sean i,j € I con i # j. Por definicién tenemos que Q;; =
Aili; > 0 pues A; es el parametro de la variable aleatoria exponencial 75,
el cudl es no negativo, y R;; es una probabilidad.

2. Sea i € I. Dado que Z Ri; =1,

JeI, j#i
Zsz = Z Qij + Qi
Jel Jel, j#i
= Y MR-\
Jel, j#i
=X Y Ry-X\
Jel, j#i
=0.

Las Q — matrices tienen una representacién en diagramas que ilustra muy
bien su comportamiento como lo podemos ver en la figura 1.5. Consideremos la
cadena de Markov (X;);>o con espacio de estados I = {a,b, c,d} con variables
aleatorias T, ~ exp(3), Tp ~ exp(2), T, ~ exp(1l) y Tq ~ exp(4) independientes
entre si, y con generador infinitesimal a la QQ — matriz,

a b c d
a (-3 1 2 0
b 0o -2 2 0
c 1 0 -1 0
d 2 0 2 -4

Si observamos con detenimiento el diagrama y lo comparamos con la matriz,
podemos notar que ambos contienen la misma informacion.

Una forma interesante de interpretar lo anterior es la siguiente: imaginemos
que la cadena es un laberinto por donde un flujo puede acceder de un estado a
otro. Las flechas rojas nos indican la cantidad total de flujo que sale del estado
donde estan ancladas, mientras que las flechas negras representan partes del
flujo total y las posibles direcciones hacia donde salen.

Dicha cantidad total de flujo de salida de un estado i € {a,b,c,d} serd el
parametro del tiempo de estancia T;. Si pensamos en que la cadena se encuentra,
por ejemplo, en el estado a y que tenemos “alarmas” exponenciales de pardme-
tros iguales a cada una de las cantidades de los flujos de salida del estado, que
son 1y 2 para a, entonces la cadena cambiara de estado cuando suene la primer
“alarma exponencial”, la cual se distribuye T, ~ min{exp(1),exp(2)}, variable
aleatoria que se distribuye exponencial de la suma de los pardmetros, es decir
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l

L

[

el
[a]

Figura 1.5: Un diagrama de una cadena con 4 estados.

T, ~ exp(3), tal y como habiamos descrito arriba.

Y con lo anterior la propiedad de Markov es fundamental en el proceso, pues
gracias a esta se deduce que las variables aleatorias T; se distribuyen exponen-
cial y lo antes descrito en el diagrama es valido.

Todo lo anterior fue deducido inicamente viendo la QQ —matriz de la cadena,
de forma que dichas matrices tienen una estrecha relacién con las cadenas de
Markov, pues logran capturar muy bien la esencia de este.

Regresemos ahora las ecuaciones de Kolmogorov. Vista su forma matricial
es evidente la analogia que hay con la ecuacién diferencial con condicién inicial

p'(t) =qp(t) Vte0,00),

p(0) =1,
donde p : [0,00) — R es una funcién apropiada, y ¢ € R. Dicha ecuacién, anélo-
ga tanto a las ecuaciones backward como a las forward gracias a la conmutati-

vidad del producto en R, es clasica en el estudio de las ecuaciones diferenciales,
y su solucién dnica es la funcién exponencial

— ot
p(t) = e,
Si nosotros quisiéramos realizar una extension a matrices de dicha solucién,

tendriamos que preguntarnos qué matriz representaria la expresion

etQ

9
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donde @) es una matriz, y verificar si en efecto es una solucién a las ecuaciones
backward y/o forward.

Otro camino por el cual encontramos esta expresion es recordar el caso dis-
creto. Ahi la matriz de probabilidades a cualquier tiempo n € N estaba re-
presentada por la matriz P", donde P era la matriz de transicién a un paso.
Nosotros quisiéramos “rellenar” los espacios que quedan entre dichas potencias,
cambiando asi el pardmetro discreto n por uno continuo t.

En la recta real esta tarea es relativamente sencilla: si tenemos una sucesién
de potencias {p" : n € {1,2,3,...,}} con p € R, una manera de extender dicha
sucesiéon de potencias naturales a una correspondencia con potencias en todo
el intervalo [0, 00) es utilizar la funcién exponencial ya que para cualquier n €

{1,2,3,..},

P = enlos(®),
Luego, el conjunto {et°s®) : ¢ > O} tiene pardmetro continuo y recupera la
sucesiéon p™ original cuando t €{1,2,3,..}.

Volviendo al caso de las cadenas de Markov a tiempo discreto, tenemos una
sucesiéon de potencias de matrices {P" : n € {1,2,3,...}, as{ que, siguiendo
de cerca el caso para los reales y asumiendo que la exponencial de una matriz
estd definida, el conjunto {e™ : ¢ > 0} es un buen candidato para extender la
sucesion de potencias de matrices, donde M es una matriz que debe comportar-
se de cierta forma como la expresién log(p) en el caso numérico. Intuitivamente
la matriz M seria el generador infinitesimal @) de la cadena de Markov continua.

Hemos hallado la exponencial de una matriz como una expresién conveniente
para resolver las ecuaciones forward y backward. Dicha expresién tiene sentido
si suponemos que el conjunto I es finito, y la teoria que respecta a la exponencial
de una matriz finita se puede encontrar en el apéndice A del presente texto. Asi,
con la intuicién anterior y habiendo desarrollado la teoria necesaria respecto a
la solucién de las ecuaciones, establecemos el siguiente resultado para cadenas
de Markov con espacio de estados I finito:

Teorema 1.3.3. Sea Q una matriz sobre un conjunto finito I. Sea P(t) = e!?.
Entonces {P(t) : t > 0} tiene las siguientes propiedades:

1. P(s+t) = P(s)P(t) para cualesquiera s,t > 0.

2. {P(t) : t > 0} es la tnica solucidn a las ecuaciones backward de Kolmo-
gorov

P'(t) = QP(t) 'Vt e 0,00),

P(0) = Id.
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3. {P(t) : t > 0} es la dnica solucion a las ecuaciones forward de Kolmogorov
P(t) = P(H)Q Vt € [0,00),

P(0) = Id.

4. Para cualquier m € {0,1,2,...} se cumple

dm
dtimP(t)h:o =Q".

5. Q es una Q —matriz si y solo si '@ es una matriz estocdstica.

Demostracion. 1. Esta proposicién se deduce del corolario A.7 del apéndice

A.

2. Para cualesquiera ¢, j € I, la serie de potencias

(P(t),; =y DD
n=0

tiene radio de convergencia infinito segin lo visto en A.6 y ademés es
derivable término a término en todo R, por lo que la derivada de la serie
matricial es

P'(t)

oo n—10 . n—1 > n
MR o5 09" _opp, )
n=0

n! n!
n=1

donde (tQ)° = Id es la matriz identidad en el conjunto I, solucionando
las ecuaciones backward.

Finalmente, la unicidad en el caso backward se obtiene de la siguiente
forma: supongamos que existe { M (¢) : t > 0} tal que cumple las ecuaciones
backward. Sean i,j € I, tenemos que

d

a(e_tQM(t))ij = %(Z(e_tQ)ik(M(t))kj)

- Z% [(e7*9)ar] (M (1)n; + (7" D)ik— [(M(t)))ns]
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pero sabemos que P(t) = e~*? y M (t) satisfacen las ecuaciones backward,
asi que

=3 ) a0 + () (M)

kel

=3 —(e79Q)ik (M ()k; + (7' D)in(QM (1))
kel

= —(e7"CQM(t))i; + (e "FQM(t))s

=0.

Por lo tanto, las entradas de la matriz e *@ M (t) son todas constantes. Y
usando la condicién inicial de las ecuaciones backward, tenemos que

e QM (0) = Id - Id = Id,

por lo que las matrices e~ '@ y M(t) son inversas para cualquier ¢ > 0.
Pero por la propiedad de semigrupo, et?e=t? = ¢tQ—tQ = 0@ — I y por
unicidad de la matriz inversa, M(t) = '@ = P(t).

3. La demostracion es andloga a la de las ecuaciones backward pues nétese
que en (1.17) es posible intercambiar P(t) y @ gracias a que, para cualquier
j€{1,2,3,..}, tQ) = QtQ)’~! = (tQ)’~1Q por lo que la deduccién de
(1.17) también resuelve las ecuaciones forward. En la unicidad el resultado
se obtiene derivando el producto M (t)e~*? en vez de e '? M (t).

4. Usando induccién y derivando término a término en cada componente:

am B am o ((tQ)k)U B oo gn—m o
dim (P(t))ij = e 2 T ng;n m(@ Q™)ij
=Y @@y
n=m (n —m)! kel
= (Z W) (Q™)kj =D _(€")ik(Q™ )k
kel \n=0 : kel

y finalmente evaluando en ¢ = 0 tenemos que

dm

aim (P ®)ijle=o = D (€)@ =D _(Id)ik(Q™)i; = (Q™)ij

kel kel
como queriamos.

5. Supongamos que Q) es una @ — matriz, veamos que P(t) = e!? es una
matriz estocéastica:
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a) Consideremos primero las entradas fuera de la diagonal. Por hipéte-

sis, Vi,j € I con i # j, Q;; > 0. Por otro lado, de la definicién de
P(t), parai,j € I:

(P(t)i; =Y ((t%# = (Id)y; + (tQ)ij + > %

n=0 : n=2

pero sabemos que
Z w = O(t*) cuando t — 0
n!
n=2

es decir, 3¢ > 0, IM > 0 tales que Vt € (0, ¢),

oo

tQ 7L
2

Con lo anterior, denotando ¢ = min{e, Q”} y tomando t € (0,4],
obtenemos que Q;; > Mt y asi:

< Mt%. (1.18)

(PO)y = () + Q) + Y LD

> Q)i — Y ((téi)'”)ij
n=2 '

> 1Qi; — Mt?

> 0.

Finalmente, para una ¢ > 0 arbitraria, usando el inciso 1 demostrado
antes tenemos que para cualquier k € N,

P -r(tete D)= (r(H)),

k veces

de forma que, para cada i,7 € I, podemos seleccionar una k € N
tal que % < 4, y usando lo demostrado antes, los términos (P (%))”
seran no negativos y con ello sus potencias también, asi que las entra-
das de la matriz de transicién P(t) que no pertenecen a la diagonal
son no negativas.

En el caso cuando i = j ya tenemos que (Id);; = 1, asi que el argu-
mento es similar pero usando que

t 71 “
Z Q = O(t) cuando t — 0,

n=1
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de forma que todas las entradas de la matriz P(t) son no negativas

b) Seai € I. Como @ es una () — matriz la suma de sus renglones es 0,
y asi paran > 1:

D QM =D (QVQ)i =D Q" )ikQu;

jer jer jeI kel
=) Q" ik > Qui =Y _(Q"1)ik(0)
kel Jjel kel
=0.

Es decir, cualquier potencia de una ) —matriz suma en sus renglones
0. Con esto, un calculo directo nos muestra que

Sy =Yy s 5 (gdm .S «czn)

jeI j€I n=0 : jeI n=1
o tn
n e _
Idn+z @ =13 5
" jel n=1
=1.

Supongamos ahora que P(t) = €'@ es una matriz estocastica, probemos
que @ es una Q — matriz :

a) Sean i,j € I con i # j. Por hipétesis, para cualquier ¢ > 0,
((tQ)")ij
(P = (1) + (@, + Y D0

n!
n=2

Usando que (Id);; = 0y la desigualdad (1.18), para ¢t € (0,¢) se tiene
que

o n!

— ((tQ)™)s
- ZQ n! ’
> —Mt?

Cancelando ¢ > 0 obtenemos @;; > —M¢, y tomando limite cuando
t — 0 concluimos que @;; > 0.

b) Sabemos que Y, ;(P(t))i; = 1 por lo que derivando y evaluando en
0:
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%h:o Z(P(t))ij = 0.

JeI

Pero habiamos hallado que

d
Zpl=0(P(®))i; = Qij

por lo que concluimos
> Qi =0.
Jjel

Este resultado nos da finalmente la solucion a las ecuaciones forward y back-
ward para el caso finito, lo cual se traduce en una expresién para las probabili-
dades de transicién.

En cuanto al caso infinito, dado que la teoria que concierne a la exponen-
cial de una matriz solamente contempla matrices finitas, la solucién dada en el
teorema anterior no es valida.

A pesar de ello, las ecuaciones backward siempre son cumplidas por el proce-
80, y como se dijo en 1.2.8, bajo ciertas condiciones las forward también, asi que
permanecen validas las expresiones de (1.13) y (1.16), y una solucién de ellas
es cualquier matriz de funciones {(P(t));; : 4,7 € I}, que satisfaga las infinitas
ecuaciones diferenciales (1.11) y (1.15).

En este caso, es posible demostrar la existencia de una solucién minima
no negativa {P(t) : t > 0}, para ambos conjuntos de ecuaciones, en donde la
minimalidad se entiende de la siguiente forma: si P(¢) es la solucién hallada y
M (t) es otra solucién no negativa, entonces Vi,j € I y t > 0,

Pij(t) < Mi;(t).

Dicha solucién forma un semigrupo de matrices, es decir, cumple la primera
proposicién del teorema 1.3.3.

La demostracién de lo anterior se omite en este texto, pero se puede encontrar
en [5, seccién 2.8].

1.4. Clases de comunicacion

Ahora que conocemos mejor la naturaleza de las cadenas de Markov a tiem-
po continuo, procedemos a estudiar propiedades que conciernen a sus estados
y la forma en cémo se conectan entre ellos. Algunos resultados son andlogos a
aquellos de la versién discreta.
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La primera definiciéon que necesitamos es precisamente la de comunicacion
entre dos estados:

Definicién 1.4.1. Sea (X;)i>0 una cadena de Mdrkov y sean i,j € I dos de
sus estados. Decimos que j es accesible desde i (o que i accede a j), si existe un
tiempo t > 0 tal que P;;(t) > 0. Denotamos dicha situacidn como i —» j.

Ademds, si ocurre que i —> j y j — i, decimos que i se comunica con j,
lo cual denotamos como © +— j.

Un resultado bésico sobre la relacién de comunicacion es el siguiente:

Teorema 1.4.2. Sea (X;);>0 una cadena de Mdrkov. La relacidn de comuni-
cacion es una relacion de equivalencia sobre su espacio de estados I.

Demostracion. 1. Seai € I. Por definicién de las probabilidades de transicion,
P;;(0) =1>0. Asi, i — i y por lo tanto i +— 1.

2. La simetria es inmediata de la definicién.

3. Sean i, 7,k € I y supongamos i «— jy j <— k, es decir, i — j, j —> 1,
j—kyk—3j.

Por un lado, como i — j y j — k entonces existen s,t > 0 tales que
P;;(t) >0y Pjr(s) > 0. Asi, por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
(ver (1.4)):

Pir(s+1t) = ZPZl(S)Bk}(t) > P;j(t)Pjr(s) > 0,
el

de donde concluimos que i — k. Usando el resto de las hipdtesis obtene-

mos de forma andloga que k — i . Concluimos que ¢ +— k.
|

Tenemos la siguiente consecuencia inmediata.

Corolario 1.4.3. En una cadena de Mdarkov, la relacion de comunicacion in-
duce una particion sobre su espacio de estados I. A las clases que conforman
dicha particion se les conoce como clases de comunicacion.

Un caso notable en una cadena de Markov se da cuando hay solo una clase
de comunicacién. Tal caracteristica la destacamos a continuacion:

Definicién 1.4.4. Sea (X;)i>0 una cadena de Mdrkov. Decimos que la cadena
es irreducible si todos los estados se comunican entre si.

Ahora, para continuar con las propiedades de los estados de la cadena de
Markov a tiempo continuo, introduciremos una cadena de Mérkov a tiempo
discreto asociada a la primera con el fin de trasladar algunos resultados de
cadenas discretas al caso continuo.
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Definicién 1.4.5. Sea (X):>0 una cadena de Mdrkov a tiempo continuo. De-
finimos el proceso a tiempo discreto (Yy,)n>0 como sigue:

Yn >0, Y, = Xw,,
en donde (Wy,)n>0 son los tiempos de salto de la cadena (Xy)i>o0-
Con la definicién anterior, es de esperarse el siguiente resultado:

Teorema 1.4.6. Sean (X;)i>0 una cadena de Mdrkov a tiempo continuo y
(Yn)n>0 la cadena a tiempo discreto definida en 1.4.5. Entonces (Yp)n>o0 €s una
cadena de Mdrkov a tiempo discreto con distribucion inicial Yo = Xo y matriz
de transicion igual a la matriz de probabilidad de saltos P de la cadena (X;)¢>o.

Para una prueba de este teorema, se puede consultar [5, seccién 2.8]. Una
vez que tenemos definida la cadena discreta anterior, a continuacién se presenta
un resultado que nos dice que en efecto, esta cadena recupera bien el compor-
tamiento entre los estados de la cadena a tiempo continuo. Ademads, nos provee
de otros resultados utiles mas adelante.

Teorema 1.4.7. Sean (X;);>0 una cadena de Mdrkov a tiempo continuo, QQ =
{Qi; : 1,7 € I} su generador infinitesimal, (Yy,)n>0 su cadena a tiempo discreto
adyacente, y i, € I dos estados tales que i # j. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. i — j en la cadena (X¢)i>o0.

2. i —> j enla cadena (Y,)n>0.

3. Ezisten 1,2, ...,xn € I tales que Qiz, - Quyzy = - - Qunj > 0.
4. ¥t >0, P;(t) > 0.

5. 3t >0 tal que P;(t) > 0.

Demostracion. La implicacién 4=—5 es evidente, mientras que las implicacio-
nes 5=—1 y 1=-2 se desprenden directamente de las definiciones de accesibi-
lidad entre estados, y de la definicién de cadena de Markov adyacente, respec-
tivamente.

2=3. Como i — j en (Y},)n>0, y también i # j, existe ng > 1 tal que
PZ]L-“ > 0, y usando ng veces las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para el
caso discreto, existen x1,xs,...,z, € I, distintos en forma consecutiva y tales
que Py,  Ppigy - oo Py > 0.

De lo anterior notamos también que, al ser posible el acceso del estado xj, al
Tpy1, k € {1,...,n—1}, dichos estados no son absorbentes, y asi A\i, Agy; Azys s Az, s Aj
son todas cantidades positivas, pues estas son los pardmetros de los tiempos de
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estancia exponenciales correspondientes a cada estado. Asi, recordando la defi-
nicién del generador infinitesimal @,

in1 : Q1112 Tt anj = ()‘ixlpiw1>()‘961$2pﬂ?1$2) Tt (Amnjplnj) > 0.

8=/. Sea t > 0. Comenzamos por la siguiente observacién:
Viel, Vs >0, Pii(s) > 0. (119)

En efecto, por definicién de las probabilidades de transicién:

Pii(s) = P(X, = i|Xo = i)
=P(X, =0T >s5/Xo=19) +P(X; =14,T; <s|Xo=1)
>P(Xs =1,T; > s|Xo =1)
=P(T; > s|Xo = 1)
=e 8>,

donde en la penultima igualdad se usa que, bajo la condiciéon Xy = i se tiene la
igualdad {X, = ¢,T; > s} = {T; > s} pues si la cadena salta de i por primera
vez estrictamente después del instante s, entonces X = 1.

Dicho lo anterior, supongamos en principio que Q;; > 0. Al ser P;;(t) las so-
luciones a las ecuaciones de Kolmogorov, en particular en las backward tenemos

Pin(O) = Qij > 0.

Asi, como i # j,

P04k = Py(0) . Py(h)—
’ oy j i0) _ i _
Pi(0) = hlgng h N hlgng h h—0+ h

de donde se desprende que 3¢ > 0 tal que V 0 < h < ¢, P;;(h) > 0.

Finalmente, por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, para v > 0 arbi-
trario y h € (0,¢) tal que 0 < h < u,

Pij(u) = > Pix(h)Pyj(u—h) > Pij(h)Pjj(u—h) >0,
kel

en donde en la peniltima desigualdad se usa la observacién (1.19) con s = u—h.
Con esto hemos probado la afirmacién para el caso Q;; > 0.

Regresemos ahora al caso general: existen z1, ..., z, estados tales que Q;z, -
Qzrwy - Qu,j > 0. Entonces cada una de esas entradas del generador infinite-
simal es positiva, por lo que segin lo deducido antes, P, (u) > 0, Py, ;(u) > 0
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Y Prrays, (w) > 0 para cualquier k € {1,2,...,n — 1} y cualquier instante u > 0.

Para concluir, sea t > 0 arbitrario. Luego, usando n + 1 veces las ecuaciones

de Chapman-Kolmogorov, y lo deducido arriba antes para u = %H’
Pyt) > Piay () Payy () - Pa () > 0
1) - 1T 1 ’[’L—|— 1 1T n+ 1 oo Tn) n+ 1 .

Como ya hemos dicho, la equivalencia de I y 2 nos permite estudiar los
estados de una cadena a tiempo continuo analizando la cadena discreta, en
donde podemos usar resultados que se han desarrollado para el caso discreto.

Adema3s, el resultado anterior es bastante importante en el estudio de las
clases de comunicacién de las cadenas de Markov a tiempo continuo, pues la
equivalencia de las condiciones 3 y 4 es poderosa, ya que entonces si una cade-
na es irreducible, la probabilidad de ir de un estado a otro en cualquier momento
siempre es positiva, y no estd atada a algin instante o a algtn intervalo de tiem-
po especifico, como en principio nos indica la definicién.

Presentamos por ultimo algunas definiciones que conciernen a los estados de
la cadena, andlogas a aquellas del caso discreto, y que, como en este ultimo,
seran importantes para estudiar el comportamiento a largo plazo de la cadena.

Definicién 1.4.8. Sea (X;);>0 una cadena de Mdrkov y i € I uno de sus
estados. Decimos que i es un estado

» Transitorio, si P;(t > 0: X; =i es acotado) = 1.
= Recurrente, si P;(t > 0: X; =i es acotado) = 0.

Los resultados principales acerca de los conceptos anteriores siguen muy de
cerca sus analogos en el caso discreto.

Teorema 1.4.9. Sea (X;);>0 una cadena de Mdrkov a tiempo continuo y sea
(Yo)n>0 su cadena a tiempo discreto adyacente. Las siguientes proposiciones se
cumplen:

w Sii € I es un estado recurrente para la cadena (Yy)n>0, entonces i es
recurrente para (X¢)e>o-

v Sii €1 esun estado transitorio para la cadena (Yy,)n>0, entonces i es
transitorio para (Xy)i>o-

= Todo estado es un estado recurrente o transitorio.
= La recurrencia y la transitividad son propiedades de clase.

La demostracion de este y otros resultados referentes a la clasificacion de
estados se pueden encontrar en [5, seccién 3.4].
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1.5. Distribuciones estacionarias y distribucio-
nes limite

Para concluir nuestro estudio sobre las cadenas de Markov a tiempo conti-
nuo, nos preguntamos por el equilibrio de la cadena asi como su comportamiento
a largo plazo.

Cuando se piensa en la idea de un equilibrio para la cadena, tipicamente se
piensa en un vector de distribucién II tal que al momento de aplicarle la matriz
P(t), obtengamos el mismo vector. Una aproximacién burda a tal concepto estd
conformada por un vector inicial v € R’ tal que al momento de aplicarle la
matriz P(t), obtengamos a v de nuevo, aunque no necesariamente v sea un
vector de probabilidad. Tal es el caso de una medida estacionaria.

Definicién 1.5.1. Sea (X¢)i>0 una cadena de Mdrkov, y sea v € R un vector.
Decimos que v es una medida estacionaria (o invariante) para la cadena (X;)i>o0
£

YVt >0, vP(t) = v.

Un ejemplo sencillo de una medida invariante para alguna cadena de Markov
(X1)1>0 estd dada por el vector cuyas entradas son todas 0, denotado por v = 0.

Finalmente si nosotros tenemos una medida estacionaria v € R, que a su
vez es distribuciéon de probabilidad, estamos ante el concepto de distribucién
estacionaria:

Definicién 1.5.2. Sea (X;);>0 una cadena de Mdrkov, y sea 11 € R! una
distribucidn de probabilidad. Decimos que 11 es una distribucidn estacionaria (o
invariante) para la cadena (X)i>o0 si Il es una medida estacionaria.

En principio, la definicién de distribucién estacionaria se complica bastante
en el caso continuo, ya que por definiciéon se pide una igualdad para cualquier
t > 0, ademds de que generalmente P(t) no es una matriz facilmente calculable,
ain cuando el espacio de estados es finito. Sin embargo, una caracterizacién
muy util de las distribuciones invariantes para una cadena (X;):>o en términos
de su @ — matriz asociada viene dada por el siguiente resultado:

Teorema 1.5.3. Sea (X¢)i>0 una cadena de Mdrkov con generador infinitesimal
Q. Entonces I1 € R! es una distribucion estacionaria para la cadena si y sélo
si IIQ = 0, con 0 el vector cuyas entradas son todas 0.

Demostracion. Proporcionamos una prueba en el caso en que el espacio de es-
tados es finito.

= Supongamos que Vt > 0, TIP(t) = II.
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Si derivamos la expresion anterior componente a componente, tenemos,
para cada j € I:

d d
0= %(Hg‘) = a(HP(t))j
= ZHiPin(t)’
el

y usando la ecuacion forward, intercambiando las sumas y aplicando la
hipétesis,

=Y (Z Pm(ﬂij)

i€l kel

-y (z mw) o

kel \iel

= ZHkaj

kel

= (I1Q);-
Concluimos asi que IIQ = 0.

= Supongamos ahora que I1Q = 0.

Si procedemos de forma similar a lo hecho antes pero ocupando ahora la
ecuacién backward, tenemos que

d d
ZUP(); = - (Z HiPij(t)>

el

= Z IL; P, (t)

iel

=31 (Z QirPr; (ﬂ)

i€l kel

= <Z Hl—Qik) Py (t)

kel \iel

= > (TIQ)xPx;(t)

kel

= 0-Py(t) =0.

kel

Concluimos que la funcién f : [0,00) — R, f(t) = (IIP(t)); es constante,
y evaluando en ¢t = 0 obtenemos

(ILP(t)); = 11;.
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Una prueba del resultado anterior en el caso en el que el espacio de estados
es infinito se puede encontrar en [5, seccién 3.5].

A diferencia del caso discreto, en el caso continuo la aleatoriedad de las va-
riables T;, nos permiten prescindir del concepto de periodicidad, facilitando asi
el estudio del comportamiento a largo plazo de las probabilidades P;;(t) cuando
t — o0.

Llegamos al ultimo resultado sobre el comportamiento estacionario y a largo
plazo de las cadenas, el cual es andlogo al resultado para el caso discreto salvo
la ausencia de la hipotesis de aperiodicidad.

Teorema 1.5.4. Sea (X;);>0 una cadena de Mdrkov irreducible, con distribu-
cion estacionaria II € RY. Entonces

t—o00

La demostracién se puede encontrar en [5, seccién 3.6]

1.6. Ejemplos

En esta ultima seccién revisaremos tres ejemplos concretos en los cuales
aplicaremos los resultados antes expuestos.

1.6.1. Cadena con dos estados

Como primer ejemplo, consideremos el conjunto I = {0,1}, y supongamos
que (X;)¢>0 es una cadena de Mdrkov a tiempo continuo con I como su espacio
de estados.

Supongamos que el proceso comienza en Xg = 0, y que permanece en dicho
estado por un tiempo exponencial Ty ~ exp(A) (con A > 0) después del cuél sal-
ta al estado ¢ = 1, en donde permanece por un tiempo exponencial Tj ~ exp(u)
(con p > 0), luego del cual nuevamente salta al estado ¢ = 0, repitiendo este
comportamiento indefinidamente. Asumimos que las variables aleatorias Ty y
T son independientes entre si.

Esta cadena puede ser pensada como un modelo para la siguiente situacion:
supongamos que una cierta maquina es nueva, y comienza a funcionar al tiempo
t = 0. Dicha maquina trabaja por una cantidad de tiempo aleatoria que se dis-
tribuye exp(\) y, una vez transcurrido ese tiempo, la méquina se descompone,
tardando esta en repararse una cantidad de tiempo aleatoria que se distribuye
exp(p), tiempo después del cudl ésta queda como nueva y otra vez es puesta en
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_;I_

Figura 1.6: Diagrama de una cadena de Markov con dos estados.
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Podemos modelar el comportamiento de tal maquina haciendo que el pro-
ceso (X¢)r>o0 indique el estado en el que se encuentra la maquina en el instante
t > 0, donde el estado i = 0 puede ser interpretado como que la maquina estéd
descompuesta (y por lo tanto apagada), y el estado ¢ = 1 aquél que indica cuan-
do la méaquina estd funcionando, y en donde, al ser los tiempos de reparaciéon
y de funcionamiento variables exponenciales, se asume que el funcionamiento
de la maquina tiene un comportamiento markoviano, es decir, dado el estado
actual de la maquina, su comportamiento futuro no cambia su a pesar de haber
sido reparada muchas o pocas veces anteriormente, o de llevar mucho o poco
tiempo funcionando.

Para esta cadena podemos encontrar de forma explicita muchas cantidades
de interés. Comenzamos por obtener la informaciéon que determina de forma
Unica a la cadena.

Matriz de saltos: la matriz de saltos P de esta cadena viene dada por las
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probabilidades de salto R;; parai,j € {0,1}, a saber, las cantidades Roo, Ro1, R1o
y R11. Recordemos que estas son las probabilidades de ir a alguno de los estados
de la cadena en los instantes de salto (W,,),>0 partiendo de un estado ¢, con

i .

En el caso de la cadena con dos estados, las cantidades anteriores son senci-
llas: por un lado siempre asumimos que R;; = 0 para cualquier estado 7 € I, ya
que de esta forma en el momento en que la cadena salte nos aseguramos que en
efecto salga del estado ¢ y se dirija a un estado distinto. Por otro lado, al llegar
un tiempo de salto, al no poder saltar al mismo estado en el que se encuentre,
con probabilidad 1 se dirige al tinico otro estado de la cadena. De esta forma,
encontramos que Rgp = R11 = 0, mientras que R1g = Rp1 = 1. Por lo tanto, la
matriz de saltos P tiene la siguiente forma:

0 1

0 (0 1
P‘1(1 0)'

Parametros de los tiempos de estancia: de la descripcién de la ca-
dena notamos que Ty ~ exp(A\) y Th ~ exp(u) son los tiempos de estancia
correspondientes a cada estado, y dichas variables aleatorias son exponenciales,
independientes entre si, y de pardmetros A > 0 y u > 0 respectivamente. De
esto 1ltimo también se deduce que los estados son no absorbentes.

Ya que hemos obtenido la matriz P y los parametros A\, p anteriores tenemos
toda la informacion que caracteriza a nuestra cadena con dos estados y con tales
datos podemos construir el generador infinitesimal @) de la cadena.

Generador infinitesimal de una cadena con dos estados: directamen-
te de la definicion tenemos que Qo9 = — A, ya que dicha cantidad es el parametro
del tiempo de estancia de la variable Ty. Asi mismo @17 = —p. Usando lo ante-
rior y las propiedades demostradas de las QQ — matrices, o bien por definicién del
generador, concluimos que Qo1 = Ay Q19 = p. Luego, la Q — matriz asociada
a nuestra cadena con dos estados es:

0 1

0 (=X A
Q - 1 ( - ) ’
[T
Lo siguiente que nos proponemos es encontrar la forma explicita de las ecua-

ciones backward y forward para este ejemplo, y encontrar su solucién usando la
teoria de las exponenciales de las ) — matrices desarrollada antes.

Ecuaciones de Kolmogorov para una cadena con dos estados: re-
cordemos la forma general de las ecuaciones backward:
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P'(t) = QP(t) Vit e [0,00),
P(0) = Id.

Conociendo tanto la matriz ) como el espacio de estados, la ecuacién matricial
anterior se convierte en

(Péo(t) P61(t>> _ <—)\ A ) (Poo(t) P (t)>
Ply(t)  Piy(t) po =) \Puo(t) Pu(t))’
con Ppo(0) = P11(0) =1y Py1(0) = P1p(0) = 0 como condicién inicial. Calcu-

lando el producto anterior obtenemos las ecuaciones backward para una cadena
con dos estados, que son reescritas en las siguientes igualdades:

Poo(t) = —APoo(t) + APyo(1),
Py (t) = =APoi(t) + AP (1),
Ply(t) = Mpoo(t) uPro(t),
Py, (t) = pPor(t) — pPri(t).

Pyo(t) = —=XPoo(t) 4+ uPo1(t),
Poy(t) = APoo(t) — puPor (1),
Pio(t) = =APio(t) + uPri(t),
Pl (t) = APio(t) — pPra(t)

Pasamos ahora a la solucién de las ecuaciones, es decir, a calcular la matriz de
probabilidades de transicién del proceso.

Matriz de probabilidades de transicién: de acuerdo a lo expuesto en
1.3.3, y usando los resultados del apéndice A, la solucién a las ecuaciones ante-
riores estd dada por P(t) = e!@.

Calculos sencillos nos llevan a determinar que la matriz ¢ de una cadena
con dos estados es diagonalizable, cumpliéndose el siguiente producto:

- 2)-C D6 ) 2
woo—p 1 1)\ = +w)\H )7
donde se pueden apreciar las matrices de cambio de base y la matriz diagonal

asociada a ). Por ultimo, como la diagonalizacién de una matriz no cambia
con el producto escalar, usando el teorema A.9 con la matriz tQ) y haciendo los
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célculos,

1 =2 0 0 .
P(t) = €' = ( “) ( —(r L)t> At Adw
1 1 0 e F ﬁ )\i“

B (u e Mt A Ae—(x+u>t>

+p Atp Atp
B B (At A B = (Atu)t
A A A A

Asi, las probabilidades de transicién para cualquier ¢t > 0 estdn dadas por:

Poo(t) = 345 + xqpe” O,
Poi(t) = ﬁ - ﬁef(’\ﬂ‘)t,
Pro(t) = 55 — xhpe” A,
Pu(t) = 325 + xipe” O

Pasemos ahora a analizar la estructura de los estados y su comunicacién
para esta cadena.

Comunicaciéon en una cadena con dos estados: se deduce inmedia-
tamente de las probabilidades de transiciéon antes halladas que la cadena es
irreducible, ya que Pp1(t) > 0y Pio(t) > 0 inclusive para cualquier ¢ > 0.

Su cadena discreta adyacente (Y,)n>0 tiene por matriz de transicién a la

matriz de saltos
0 /0 1
o= 1 (1 0)’

la cual es facilmente manejable.

Distribuciones estacionarias y distribuciones limite: usando la ca-
racterizacion del resultado 1.5.3 sobre distribuciones estacionarias, si un vector
de probabilidad IT = (mp, 71) es una distribucién estacionaria entonces:

(m =) (3 2) =0 o).

poo—p

y junto al hecho de que la suma de los elementos de II debe ser 1, tenemos el
siguiente sistema de ecuaciones:

—Amg + pmry = 0,
Amp — pmy = 0,
M) + m™m = ].
Solucionando dicho sistema obtenemos que II = (ﬁ, ﬁ) es la unica distri-

bucién estacionaria para la cadena con dos estados.
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Y por tdltimo, usando que la cadena es irreducible y que conocemos la dis-
tribucién invariante IT de la cadena, podemos asegurar que Vi, j € {0, 1},

lim Pl(t) = Ty,

t—o00

lo cual en este caso podemos comprobar que ocurre, pues si revisamos de nuevo
las expresiones para las probabilidades de transicion,

Poo(t) = 545 + xape” A,
Pou(t) = Aj\-n - A-/i\-nei()dr“)t?
Pro(t) = 3t — she” 0,
Py (t) = ﬁ + )\Jﬂﬁe—(/\-w)t’

en todas ellas el término exponencial tiende a 0 cuando t — oo, convergiendo
las probabilidades a g 0 a 71 segun sea el caso.

1.6.2. El proceso de Poisson

Estudiamos ahora un proceso estocdstico bastante conocido, el cual estarad
presente también el siguiente capitulo: el proceso de Poisson.

Este proceso resulta ser una cadena de Markov a tiempo continuo, pues en
sus distintas caracterizaciones es posible demostrar que cumple la propiedad de
Maérkov. A pesar de ser un ejemplo de un proceso con espacio de estados infinito,
es un proceso sencillo de describir. Ademads el proceso de Poisson tiene bastantes
aplicaciones, y es a menudo utilizado como base para la construccién de procesos
mas complicados. Con el objetivo de estudiar dicho proceso visto como cade-
na de Mérkov, vamos a partir asumiendo que en efecto lo es y describiremos su
comportamiento para deducir posteriormente las cantidades que lo caracterizan.

Sea (X¢)¢>0 una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados
I=40,1,2,3,...}, no decreciente, tal que Xy = 0, y sea A > 0. Si para cadai € T
la cadena permanece por un tiempo exponencial T; ~ exp()) en ese estado, de
tal forma que los tiempos de estancia sean independientes entre si, y ademds
al ocurrir el salto, la cadena se dirige con probabilidad 1 tinicamente al estado
1 4+ 1, entonces tal cadena de Mérkov es un proceso de Poisson de parametro
A>0.

Dicho proceso puede ser pensado como modelo para la situacion siguiente:
supongamos que en un cierto establecimiento nos proponemos estudiar la canti-
dad y la forma en como llegan los clientes cuando el lugar abre sus puertas. En
un inicio el establecimiento tiene 0 clientes, y conforme el tiempo transcurre,
estos van llegando al lugar. Es razonable suponer que los tiempos aleatorios que
tardan en llegar los clientes son independientes entre si, y aunque algo menos
realista, suponemos que esos tiempos se distribuyen de la misma forma y tienen
la propiedad de pérdida de memoria. No se toma en cuenta cuando el cliente
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abandona el establecimiento.

De esta forma, X; representaria la cantidad de personas que han entrado en
el establecimiento al tiempo %, la cudl aumenta una unidad precisamente cuando
un cliente llega, mientras que T; seria el tiempo que transcurre entre la llegada
del cliente i y el i + 1. Con todo esto, ya podemos describir las cantidades que
caracterizan al proceso:

o . ] . .-
0 1 2 3 4 o
Figura 1.8: Diagrama de un proceso de Poisson.
Xe(w)
41
3 exp(A)
9 exp(A)
1 . xp(A) .
0 exp(A) -
;e — e f

Wy Wy Wy Wy W,
Figura 1.9: Trayectoria de un proceso de Poisson

Matriz de saltos: directamente de la descripcién del proceso, si la cadena

se encuentra en un estado ¢ € I y nos ubicamos en alguno de los tiempos de

salto, esta salta al estado ¢ + 1 con probabilidad 1. Lo anterior para cualquier
i €I, por lo que Vi,j € {0,1,2,...},

1 sij=i+1,
Rij =

0 en otro caso,

por lo que la matriz de saltos tiene la siguiente forma:

01 2 3
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0 /0 1 00
1o o0 1 0
p_2[0001
3 (o000

Parametros de los tiempos de estancia: también de la descripcién del
proceso, el tiempo de estancia en cada estado se distribuye exp()), es decir,
Vi€ {0,1,2,...}, T; ~ exp(A). El hecho de que X sea positivo nos indica que los
estados de un proceso de Poisson no son absorbentes.

Con estas cantidades procedemos a encontrar el generador infinitesimal de
esta cadena.

Generador infinitesimal del proceso de Poisson: usando nuevamente
la definicién de esta matriz y las probabilidades anteriores notamos que
Vi e {0,1,2,...}, Qiiv1 = Ay Qi = —A, mientras que si j # i,i + 1, entonces
Qi; = 0, por lo que esta matriz toma la siguiente forma:

0/~ X 0 0
1o =x x o0

_ 210 0 -x A
=310 o o0

Ecuaciones de Kolmogorov para el proceso de Poisson: aqui nos
encontramos con dos sistemas de infinitas ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones backward en su forma matricial toman la siguiente forma:

’ / —>\ )\ 0 Poo(t) POl(t) Poz(t>
Poo(t)  Poy(t) - -
O HUN I I O B i o K

A pesar de lo complejo que pueda aparentar ser el producto anterior, las ecua-
ciones se reducen de forma significativa gracias a la definicién del proceso de
Poisson, pues al ser un proceso estrictamente creciente,

Vi,j €{0,1,2,...} tales que i > j, P;;(t) =P(X; = j|Xo =1) =0,

ya que el proceso sélo puede permanecer en el estado ¢ durante un tiempo alea-
torio pero finito, y cuando salta, lo hace siempre hacia el estado i + 1, por lo
que es imposible que la cadena regrese a un estado anterior a 1.
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De esta forma, las ecuaciones backward se trivializan para las parejas de
estados 4,7 € {0,1,2,...} tales que ¢ > j. Con esta simplificacién, obtenemos las
ecuaciones backward para estados i,j € I con i > j:

Pi/j(t) = (Qp(t))ij
= QixPij(t)

kel
—AP;;(t) + APijq1;(t),

donde solo se ha usado la definicién del generador @ del proceso de Poisson.

Con respecto a las ecuaciones forward, aqui hay una diferencia importante
respecto a las cadenas de Markov con una cantidad finita de estados. Recordemos
que en la definicién 1.2.6 asumimos que el espacio de estados I es finito, no
obstante, este es un ejemplo de un proceso en el cual a pesar eso, las ecuaciones
forward pueden ser deducidas sin problema. Realizando los cédlculos con las
simplificaciones necesarias, estas ecuaciones toman la forma siguiente:

—)\Pio(t> S1 ] — 0’
Vi, j € I tales que ¢ > j, Pl.’j(t) =
—AP;;i(t) + AP;j_1(t) sij>0.

Matriz de probabilidades de transicién: resolver los sistemas de ecua-
ciones anteriores no resulta tarea complicada. Por ejemplo, para las ecuaciones
backward, dado que P;;(t) = 0 cuando i < j con 4,5 € {0,1,2,...}, la situacién
se facilita. Asi, para el caso i = j, la ecuacion respectiva se convierte en

Pii(t) = —APii(t) + APip1i(t) = —APy(t),

de forma que Py;(t) = Ke™, para cierta constante K, la cual usando la con-
dicién inicial P;;(0) = 1 resulta ser igual a 1. Asi, P;;(t) = e~ t, para cualquier
i€{0,1,2,...}.

Si ahora queremos resolver Pj;11(t) = —ARji+1 + ARit+1i+1, usando el resul-
tado anterior, a la funcién u(x) = e como factor integrante, y a la condicién
inicial P;;11(0) = 0, hallamos que

Piip1(t) = e M (A).
Un razonamiento inductivo nos lleva a encontrar que, para i,k € {0,1,2...},

e (AF

Piiti(t) =e T

tal y como se espera de un proceso de Poisson de pardmetro A: X; ~ Poisson(\t)
para cualquier t > 0.
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Comunicacién en el proceso de Poisson: de las probabilidades de
transicién halladas, se deduce que Vi,j € {0,1,2,...}, si i < j entonces i — j
pero j #— i ya que el proceso de Poisson avanza con probabilidad uno al estado
siguiente, asi que solo podemos acceder a estados posteriores al actual.

De lo anterior se deduce que los estados del proceso de Poisson son todos
transitorios: eventualmente la cadena visitara todos los estados y sélo lo hara
una vez. Ademds, su cadena adyacente (Y},),>0 esté caracterizada por la matriz
de saltos del Poisson:

01 2 3
0 /0 100
1o o0 1 0

p_2|0001 ’
3 (o000

Noétese que, al tener la cadena adyacente tal matriz, podemos concluir que
Vn €{0,1,2,..}, Y, =n.

Distribuciones estacionarias y distribuciones limite: dado que to-
dos los estados de la cadena son transitorios, esta no posee una distribucion
estacionaria. Para probar esto de forma rigurosa podemos echar un vistazo a la
caracterizacion del resultado 1.5.3: sea Il un vector de probabilidad en el espa-
cio de estados I = {1,2,3,...}. Si dicho vector es una distribucién estacionaria,
entonces por definicién de la matriz Q:

(IQ)y = Y MiQp1 = —AIl; =0,

kel

de donde TI; = 0 necesariamente, pues estamos suponiendo que A > 0. Pero
ahora para el segundo valor:

(MQ)2 = > TMiQxa = ATy — ATl = 0,
kel

de donde II; = Il = 0. Usando induccién, tenemos que para cualquier ¢ € I,
II; = 0 por lo que II debe ser el vector 0, el cual no puede ser un vector de
probabilidad. Asi, tal distribucién estacionaria no existe.

La ausencia de una distribucién estacionaria implica la no existencia de una
distribucién limite.

1.6.3. Procesos de nacimiento y muerte

Como 1ltimo ejemplo que presentamos estan los procesos de nacimiento y
muerte. Estos procesos son bastante similares a los procesos de Poisson, aunque
incorporan caracteristicas que los hacen maés generales, lo que los hace ttiles
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para modelar fenémenos como una poblacién de cierta especie. Comenzamos
por describir a un proceso de nacimiento y muerte.

Sea (X;)¢>0 una cadena de Markov a tiempo continuo, con espacio de estados
I1=1{0,1,2,3,...}. Si para cada ¢ € I, existen variables aleatorias independientes
M; ~ exp(ui) y S; ~ exp(o;), con u; > 0,0, >0sii>0y o9 =0, de tal forma
que la cadena permanece durante un tiempo aleatorio igual al minimo entre
las variables M; y S; en el estado i, al cabo del cudl aumenta en una unidad
si min(M;, S;) = M; o disminuye una unidad si min(M;,S;) = S;, entonces
(Xt)t>0 es un proceso de nacimiento y muerte.

Como se dijo antes, este tipo de procesos pueden ser utilizados para modelar
el tamano de una poblacion a cualquier tiempo t, la cudl experimenta nacimien-
tos o muertes (y por lo tanto aumento o disminucién de la poblacién) de forma
aleatoria e independiente, y tal que el tiempo que la poblacién mantenga un
cierto nimero de individuos solo depende de tal ntimero, sin importar la canti-
dad de nacimientos, muertes, o tamanos de poblacién anteriores.

Ho H1 Ha 3 Hq
P e N "W
. . H.H . - [
[ A ey g
i1 ) T 74 s

Figura 1.10: Diagrama de una cadena de nacimiento y muerte general.

Aiw
@)
expl(oy + 1)
4 1 - o
) exp(cy + fia) exp(as + pia)
3 -~ 5 [ .
5 exp(oz + piz) exp(oz + fiz)
= *—0 - 0
1 exp(oy + fi1)
L2 o
0 exp{g) .
t

- — - — - - —
W,

Wy Wy Wi Wy Wy Wy W

Figura 1.11: Trayectoria de una cadena de nacimiento y muerte general.

De esta forma, X; representa el tamano de la poblacién al tiempo ¢ > 0
mientras que las variables independientes y exponenciales M; y S; representan
el tiempo que tarda en ocurrir un nacimiento o una muerte, respectivamente, sa-
biendo que hay i € I individuos en nuestra poblacién. La propiedad de Markov
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garantiza que el comportamiento futuro del proceso sélo dependa del tamafno
de poblacién en el que se encuentra.

Un hecho destacable es que los parametros u; y o; pueden ser 0, lo que otorga
variedad a los procesos de nacimiento y muerte, dependiendo de la configuracién
de dichos parametros. Dos casos notables son los siguientes:

= Un proceso de nacimiento puro: es un proceso de nacimiento y muerte
en donde, Vi € I, o; = 0.

= Un proceso de muerte puro: es un proceso de nacimiento y muerte en
donde, Vi € I, u; = 0.

Conforme avancemos en las propiedades de los procesos de nacimiento y muer-
te como cadenas de Markov, analizaremos brevemente estos casos particulares.
A continuacién estudiamos las propiedades de estos procesos como cadenas de
Markov:

Matriz de saltos: usando la descripcion del proceso, si la cadena se sitia
en un estado ¢ € I con i > 0 los tnicos estados a donde se puede acceder al
momento de saltar son i+ 1y ¢ — 1, luego, la probabilidad de la cadena de ir del
estado 7 a estados distintos a los anteriores es 0. Claramente si estamos ubicados
en ¢ = 0, solo tendremos la posibilidad de ir al estado 1 con probabilidad 1, sin
embargo para un estado ¢ > 1 debemos calcular la probabilidad de ir al estado
i+1oali—1, es decir. En un modelo de una poblacién esto equivale a calcular la
probabilidad de que, habiendo 7 individuos, ocurra un nacimiento o una muerte.
Notemos que

pero M; y S; son variables aleatorias independientes y exponenciales de pardme-
tros u; y o; respectivamente, y un resultado conocido de estas distribuciones nos
dice que

P(M; < $;) = Jffu,,

es decir que la probabilidad de que una variable exponencial sea menor a otra

con la misma distribucién, es la razén del parametro de la primera respecto a

la suma de los parametros de ambas. Analogamente obtenemos para i > 0 que
i

o+ i

R;i_1 = P(Sl < Mz) =

Asi, la matriz de saltos para un proceso de nacimiento y muerte general se ve
de la siguiente forma:
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0 1 2 3
0/ 0 1 0 0
_ 01 M1
1 01+1/n 0 01+1m 192
()
P = g 0 02-6H2 o2+ 2
o3

o3+ps

Parametros de los tiempos de estancia: de nuestra descripcion del
proceso, para cada i € I, T; ~ min(M;,S;), y dado que M; ~ exp(u;) y
S; ~ exp(o;), usando el resultado mencionado anteriormente acerca del minimo
de variables aleatorias exponenciales, concluimos que T; ~ exp(o; + p;). Si para
cada i € I renombramos la suma de los parametros como: \; := o; + ;, tenemos
que las variables aleatorias exponenciales T; son independientes entre si y tienen
parametros ;.

Generador infinitesimal de una cadena de nacimiento y muerte:
construimos la @) — matriz asociada a una cadena de nacimiento y muerte.

Por definicién para cualquier i € I, Q;; = —\; = —(0; + p;), mientras que
Qii+1 = AiRiip1 = (03 +pi) 75 = pi, y andlogamente, para i > 1, Qii—1 = 0.

Por las probabilidades R;;, el resto de las entradas de la matriz son cero. Luego,
el generador infinitesimal tiene la siguiente forma:

0 1 2 3

0 [—po o 0 0

L] o —(o1+m) o 0

Q=210 02 (o2 + p2) f2
3

0 0 o3 —(o9 + p2)

Ecuaciones de Kolmogorov para procesos de nacimiento y muerte:
las ecuaciones backward para este tipo de procesos toman la siguiente forma
matricial:

Plo(t) Pl(t) - —Ho Ho "\ [/Poo(t) Pou(t)
P Phin | = [ ¢ Torm) | h pa

A diferencia del proceso de Poisson, en principio las ecuaciones backward
no pueden simplificarse para determinados estados, ya que la cadena podria
acceder a todos los estados segiin los parametros o; y ;. Asi, las ecuaciones en
forma analitica quedan de la siguiente forma:

—poPo; (t) + po Ry si i =0,
vijel, Pl(t)= B
0iPi—15(t) — (00 + pi) Pij(t) + piPiy1;(t)  sii>0,
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y en el caso de las ecuaciones forward, asi como en el Poisson, a pesar de que
el espacio de estados es infinito su deduccién se puede justificar y toman la
siguiente forma:

—1oPio(t) + o1 R sij =0,
Vi,j eI, Pl(t) =
pj—1Pij—1(t) — (0 + 1) Pij(t) + 011 Pija(t)  sij > 0.

Matriz de probabilidades de transicion: dada la generalidad de las
descripciones hechas hasta el momento, no es posible encontrar una soluciéon
explicita para las ecuaciones backward y forward expuestas antes. Sin embargo
haciendo ciertas suposiciones sobre los pardmetros u; y o; podemos hallar ex-
presiones explicitas para estas. Un par de ejemplos que muestran lo anterior son
los procesos de nacimiento puro y los procesos de muerte puro, que presentamos
a continuacion:

= Procesos de nacimiento puro: son procesos de nacimiento y muerte en
donde todos los pardmetros de las variables .S; (con distribucién exponen-
cial) que modelan el tiempo que tarda en ocurrir alguna muerte, son cero,
es decir, Vi € I, o; = 0. Notemos que esto significa que la probabilidad de
que las variables S; sean finitas es 0, pues para cualquier x > 0,

Fs,(x)=P(S;<a)=1-¢e""=1-¢e""=1-1=0.

Asi, intuitivamente los tiempos que tarda en ocurrir una muerte habiendo
cualquier cantidad de poblacién, es infinito. Por ello, este tipo de procesos
pueden modelar fenémenos de crecimiento de poblaciones en donde las
pérdidas de individuos son irrelevantes.

Ho 15 Ha {3 Ha

T e R ™
™ »
3 1 5

—_
=
—

]

Figura 1.12: Diagrama de un proceso de nacimiento puro.

Si sustituimos los datos de estos procesos directamente en la matriz P
de los procesos de nacimiento y muerte generales, la matriz de saltos y la
Q—matriz asociada a los procesos de nacimiento puro toman las siguientes

formas:
010 —Ho  Ho 0
0 0 1 0 —m m
P=1o0 0 0

De esto se desprende que los procesos de nacimiento puro son procesos en
donde al saltar de un estado i € {0,1,2,...} nos dirijimos al estado i + 1
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con probabilidad 1, y tales que los tiempos de estancia T; se distribuyen
exp(u;), es decir, la rapidez con la que ocurre un nacimiento en nuestro
modelo depende del tamano de la poblacién ¢ € I. Nétese que si para
todo i € I, u; = A para un cierto A > 0 fijo, estamos ante un proceso de
Poisson de parametro A. Con esto, los procesos de nacimiento puro son
muy similares a los de Poisson, pero son méas generales en el sentido de que
ahora los parametros de los tiempos de interarribo exponenciales cambian
segun el estado i € I en el que se encuentre la cadena.

Sustituyendo los datos en las ecuaciones backward, y recordando que ahora
para cualquier t > 0, P,;;(t) = 0si ¢ > j (la cadena no puede acceder a
estados anteriores al que se encuentre), estas toman la siguiente forma:
Vi, j €1,

—1i Py () sii=j,
Pi(t) =
—pi Py (t) + i Py (t) sij>i+1,

mientras que con las mismas consideraciones sobre el espacio de estados,
las ecuaciones forward toman la siguiente forma: Vi,j € I,

—p; Pyj(t) $ii =],
/
P(t) = o ‘
pj—1Pij—1(t) — piPii(t)  sij—12>4.

Finalmente para encontrar la matriz de probabilidades de transicién, al
tener estas cadenas un espacio de estados infinito, no podemos usar las he-
rramientas del apéndice A. Sin embargo, es posible encontrar una solucién
de las ecuaciones forward. La deduccion de dichas soluciones es andloga a
la presentada en los procesos de muerte pura, por lo que aqui en los proce-
sos de nacimiento la omitimos, presentando simplemente la expresién de
las probabilidades de transicion:

Teorema 1.6.1. Sea (X;);> un proceso de nacimiento puro. Entonces
para cualquier i,5 € I con i < j, las probabilidades de transicion estdn
dadas por:

e Hit sii=j,

Pi(t) = t
uj,le_“it/ Pii_1(s)eti®ds  sii < j.
0

= Procesos de muerte pura: en estos procesos ahora los parametros de
las variables M; que modelan el tiempo que tarda en llegar un nacimien-
to, son todos ellos cero, es decir, V2 € I, u; = 0, lo que implica que las
variables M; son infinitas con probabilidad 1 usando el mismo argumento
visto en los procesos de nacimiento puro. Al contrario de estos iltimos, los
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procesos de nacimiento y muerte podrian modelar poblaciones en donde
el surgimiento de nuevos individuos es irrelevante

La idea en este tipo de procesos es que la cadena comience en un estado
k > 0, que intuitivamente indicara la poblacién que hay en el instante 0, y
posteriormente ird avanzando hacia estados anteriores, es decir la pobla-
cién ird decreciendo conforme vayan ocurriendo las muertes. Asi, al llegar
al estado ¢ = 0, la cadena se estancarad para siempre.

Lo anterior se puede justificar, pues andlogamente a los procesos de naci-
miento puro, para cada ¢ € I los tiempos de interarribo T; se distribuyen
exponencial de parametro o;, y notemos que la igualdad inicial oy = 0
nos indica precisamente que el parametro del tiempo de interarribo Ty
con distribucién exponencial es 0, mostrandonos que si la cadena even-
tualmente llega al estado i = 0, el tiempo en el que ocurre un evento (que
solo cabria esperar que ocurriera una muerte en estos procesos no ocurren
nacimientos) es infinito con probabilidad 1.

[ ] L] L] ] L] k
g L I M g
{1 03 03 T4 T5

Figura 1.13: Diagrama de un proceso de muerte puro.

Con todo lo anterior, la matriz de saltos y el generador infinitesimal de
los procesos de muerte pura toman la siguiente forma:

0 p1 po 0 0 0
1 0 O o1 —01 0
P=1o0 1 o 5 Q=10 o0y -0 ;

en donde el vector (p;);en es una distribucién de probabilidad cualquiera.
Noétese que esta posibilidad de agregar un vector de distribucién de proba-
bilidad cualquiera en la matriz de saltos P hace que la cadena de Markov a
tiempo discreto adyacente al proceso de nacimiento y muerte no sea tnica.

Recordemos que las cantidades R;; indican la probabilidad de ir de un
estado ¢ a un estado j una vez pasado el tiempo de interarribo 7;. No
obstante, dado que aqui el tiempo T es infinito con probabilidad 1, las
probabilidades Ry; para cualquier ¢ € I son irrelevantes. Sin embargo la
distribucién es puesta con el fin de que la matriz P siga siendo estocéstica.
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Idealmente en la cadena a tiempo discreto adyacente, el estado 0 deberia
quedarse en el estado 0 con probabilidad 1 en el siguiente paso, sin em-
bargo dado que en la cadena de Markov a tiempo continuo es necesaria
la condicién de que, al momento de saltar, la cadena vaya a un estado
distinto del estado actual, esta posibilidad queda descartada.

Dado que en los procesos de muerte pura la cadena siempre tiende a
avanzar hacia los estados anteriores, tenemos que para cualquier ¢ > 0
y cualesquiera i, € I con i > j, P;;(t) = 0. Con esto en mente, las
ecuaciones backward para un proceso de muerte pura toman la siguiente
forma: Vi, j € I,

—0i () sii=j,
Pi/j(t) = S
—0iPij(t) + oiPiy1j(t) sij <i+1,
mientras que las ecuaciones forward toman la siguiente forma: Vi, j € I,
7Uij‘(t) SZZ:j,

Pi(t) = . .
—O'jpij(t) + O—jJrlPZ’jJrl(t) st g —1<uq.

Y de nuevo para encontrar la matriz de probabilidades de transicion, de-
ducimos una solucién a las ecuaciones forward en el siguiente resultado.

Teorema 1.6.2. Sea (X;):> un proceso de nacimiento puro. Entonces las
probabilidades de transicion para cualquier i,j € I con i > j, satisfacen la
siguiente ecuacion integral:

e~ 7it sii=j,
By (1) = t
aj+1e_"ft/ Piiy1(s)e%ds  sii> j.
0

Demostracion. En el caso ¢ = j, las ecuaciones forward nos dicen que
/ —
ij(t) = 0;Py;(t),

de donde integrando directamente y usando la condicién inicial P;;(0) =1
obtenemos
Pj (t) = e_ajt.

Notemos que cuando ¢ = j = 0, al ser gy = 0, obtenemos que Vi > 0,
Pyo(t) =1 1o cual es de esperarse dado que del estado ¢ = 0 la cadena no
puede saltar a otro estado sin importar el tiempo que transcurra.

Supongamos ahora que ¢ > j. Consideramos primero la ecuacién

Pjy(t) = o1 P (t),

K2
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la cual integrando directamente nos permite ver que

t
Py(t) = o1 / Py (s)ds + ¢,
0

pero usando la condicién inicial R;g = d;0 y @ > 0, concluimos que §;0 = 0
y por lo tanto P;p(0) = 0 = ¢, asi que

t
Vi > 0, Pio(t) = 0’1/ Pﬂ(S)dS

0
Por otro lado, si tomamos ahora la ecuacién completa
Pji(t) = =0 Py (t) + 0j41 Pija (t),

podemos usar el método del factor integrante, de modo que la ecuacién
anterior se transforma en

j417 Pijya(t) = 7 Pij(t) + 0je7 " Py (t)

T (e*Py(t))

por lo que integrando a ambos lados,

t
Pi(t) = Uj+1€_”jt/ Pji1(s)e%%ds + c.
0

Finalmente usando la condicién inicial P;;(0) = d;;, obtenemos que ¢ =
0. [

Comunicacién en los procesos de nacimiento y muerte:

Distribuciones estacionarias y distribuciones limite: comenzamos
por un resultado que nos permitira determinar cuando una cadena de nacimiento
y muerte irreducible tiene una distribucién estacionaria.

Teorema 1.6.3. Sea (X;)i>0 una cadena de nacimiento y muerte irreducible.
Entonces ¥n >0, up >0 y opy1 > 0.

Demostracion. Por el resultado 1.4.7, al ser irreducible la cadena de nacimiento
y muerte, Vi, j € NU{0}, Jz1,...,x, € NU{0} tales que

Qz’xl Qx29¢2 ’ "'an—lanxnj > 0.

De esta forma, para un estado N € NU{0}, Qnn+1 > 0 pues incluso es la dnica
forma de acceder a N + 1 desde N. Pero Qnn4+1 = pn tal como se puede ver
en la Q — matriz de la cadena.

Andlogamente, para una N € N, oy = Qnn_1 > 0, ya que de hecho es la
ltnica forma de acceder al estado N — 1 partiendo del estado NN. ]
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Con el resultado anterior podemos demostrar un resultado que caracteriza la
existencia de una distribucién estacionaria y limite en una cadena de nacimiento
y muerte irreducible.

Teorema 1.6.4. Sea (X;):> una cadena de nacimiento y muerte irreducible.
Entonces el proceso tiene distribucion estacionaria si y solo si

oo
Hopty = - Hk—1
01092 ... O

< 0.
k=1

En tal caso, la distribucion estacionaria II estd dada por
1
1+ Z:O ) Hop1---"Hk—1

0102...°0O

sin =0,

HOML ot Hn—1

0102 ...°0Op .
1+ ZOO Hop1-e " Pl—1 stn Z L
k=1

0102°...°0k

Ademas, dicha distribucion es la distribucion limite.

Demostracion. 1. Supongamos primero que existe una distribucién invarian-
te Il = (mg, m1, 2, ..., ) para la cadena. Entonces por la proposicién 1.5.3,
tenemos que

II-Q = (—pomo + o1m1, pomo — (p1 + 01)m + ooma, ... ) =0,

donde @ es el generador infinitesimal del proceso de nacimiento y muerte
y 0 es el vector de ceros. Obtenemos asi un sistena de infinitas ecuaciones:

HoTo = 0171,

pomo + o2y — (1 + o1)m =0,

Hn—1Tn—1 + On+4+1Tn4+1 — (/J/n + O'n)ﬂ-n = 07

Al sustituir la primera ecuacion en la segunda tenemos:
pomo + 022 — (p1 + 1)1 = — T2 + 0ame — p1 T — fioTo = 0,

es decir,
p1mT = 0272,
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de forma que nuestro sistema de ecuaciones original es equivalente a
HoTo = 0171,
H1T1 = 0272,

11 + o3m3 — (pe + o2)me =0,

Usando un argumento inductivo podemos reescribir el sistema de ecuacio-
nes original para obtener el siguiente sistema:

HoTo = 0171,

M1 = 0272,

HnTn = On1Tn+1,

Usando la n—ésima ecuacién del sistema podemos obtener una expresién
para 7, en términos de 7, _1:
Hn—1Tn—1 o
Un

Th-

Repitiendo el procedimiento para m,,_1 resulta que

Hn—2Tp—2

On—1

= Tn—-1-

Si combinamos las ecuaciones anteriores, podemos obtener una expresién
para 7, en términos de m,,_o. Usando induccién podemos deducir que para

cualquier n € N,
_ HoH1 ..ot fin—1
Tn = * 0,
0109 * ... " Op

pero al ser II una distribucion, ZZO:O T, = 1, por lo que

o0
Hop1 = ot Bn—1
0109 ... Op

- T + T = 1.
k=1

Al tener la suma un valor finito se sigue que

o Lot 1
0L * et fl—1
Lt L L )
g1092 * ... O

= 0102 k
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y ademas
1

= o0 HoML e HE—1 "
L+ ) ki oo

0102 ...-0O

o

Por lo tanto, para cualquier n € N,

HoML e fin—1
0102...:0p,

= oo HoM1 -1 "
L+ D ki S o

0102 ...-O

Tn

Hemos hallado que, si la cadena tiene distribucién invariante, entonces la
pentltima suma es finita y ademéas hemos hallado la distribucién invariante
de forma explicita.

2. Supongamos ahora que > -, % < 00 y proponemos a la distri-

bucién IT mencionada antes como la distribucién invariante de la cadena.
Notemos que el vector II estd bien definido, pues por hipotesis el denomi-
nador de la expresion m, es finito.

Por otro lado, para cualquier n > 0, m, > 0 pues u, y o, son cantidades
positivas. Ademads, notemos que:

o0 oo
E Tk E Tn + o
n=0 n=1

1 e’} HOM1 - Hn—1

_ + 0102 ...:Op,
- o0 pOoM1 - Pk—1 2 : 0O MM Pk—1
1+ Zk:l 0102-...-0 n=1 I+ Zk:l 0102°...:0)

1+ 22021 KoM

0102

1 + 220:1 Mol

g109"..."
=1.

Asi, el vector IT en efecto es una distribucién. Finalmente veamos que es
una distribucién invariante usando nuevamente 1.5.3. Sea j € {0,1,2,...}.
Desarrollando el producto:

oo
(TQ); = > mar;-
k=0
Consideramos dos casos. Si j = 0, notemos que

o0
E Tkqkj = —HoTo + 0171
k=0

Ho
—Ho + 01 o1
oo HoM1eHE—1 oo HoM1e--PE—1
R N el o

0102-...-0) 0102°...-0
= 0’
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mientras que si j > 0, tenemos que

o0
> Ty = —pj-1m-1 = (15 + 05)5 + Ty T4
k=0
i Hj—2"--- [0 Hj—1--- MO
'u']_loj,y...-al 0j Ojr01

0O oMl Pk—1 00 POl Hk—1
1"‘21@:17 1‘*‘21@:17

0102 ...:0Ok 0102...°0k

Hi—1----H0 X Mg o
Mg T 0y Oj+1 Tjt1°..001

- 1+ 220:1 fofipeL T 1+ leil HOHT - fik—1

0102 ...°0k 0102 ...°0k

Finalmente, usando el teorema 1.5.4, al ser (X;);>¢ irreducible y II ante-
riormente descrita la distribucion estacionaria de la cadena, entonces II es
la distribucién limite de la cadena.

[ |

En cuanto a los procesos de nacimiento puros, dado que Vn > 0, 0,, = 0y que
estamos asumiendo que Vn > 0, u,, > 0, estos procesos no poseen distribuciones
estacionarias como era de esperarse, pues intuitivamente, al no haber posibilidad
de muerte en el proceso y por lo tanto de retroceder a estados anteriores, la
cadena tendera a crecer conforme ¢t — oo.

Teorema 1.6.5. Si (X;);>0 es un proceso de nacimiento puro, entonces (X;)i>o
no tiene distribuciones estacionarias.

Demostracion. Supongamos que II es una distribucion estacionaria para la ca-
dena. Hallaremos una expresiéon para sus componentes usando de nuevo el re-
sultado 1.5.3. Sea j > 0. Notemos que:

oo
(MQ); =Y Qi = 1j-1Qj5-1 + Q5 + T41Q5 11
k=0

=101 — (ks + 05) + T
=TT T4
= O’

y como para cualquier n > 0, u, > 0, podemos dividir y tenemos

ik

Tj+1 =

de forma que la expresién de la componente j + 1 del vector IIQ) queda deter-
minada por la componente j, para cualquier j > 0. En particular para j = 0,

o0
(MQ)o = Y mkQxj = m0Quo + Q10 = —Topo + T100 = —mopo = 0,
k=0
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y al ser pg > 0, tenemos que 7y = 0. Combinando lo anterior y usando induccién,
concluimos que para cualquier j € NU{0}, 7; = 0, contradiciendo la suposicién
de que II era una distribucién estacionaria. |

Sin embargo, en los procesos de muerte puros existe una distribucién esta-
cionaria, la cudl estd dada por el vector II = (1,0,0,0,...). En efecto, si consi-
deramos la (Q—matriz de un proceso de muerte puro y realizamos el producto
I1Q, obtenemos que

o0
(MQ); =Y TLQi; =TIoQo; = 1-0=0,
=0
donde recordamos que la matriz @ es tal que Qo; = 0 para cualquier columna
J, ya que estamos asumiendo que el proceso es de muerte pura y por lo tanto
to = 0 en particular.

Con ello, (IIQ); = 0 para cualquier j > 0 y asi, IIQ = 0, as{ que por el
resultado 1.5.3, la distribucién II es una distribucién invariante para la cadena.
Dicho resultado es intuitivo: la cadena estd en equilibrio si directamente desde
el inicio, comenzamos en el estado 0 con probabilidad 1.

Para concluir este ejemplo de procesos y el capitulo de cadenas de Markov,
presentamos un ejemplo de teoria de colas.

Ejemplo 1.6.6. Supongamos que tenemos un sistema M/M/1, es decir, clien-
tes llegan a una fila siguiendo un proceso de Poisson de pardmetro pu > 0 y
son despachados segin un proceso de Poisson de parametro o > 0. Entonces
podemos modelar la longitud de la cola como una cadena de nacimiento y muer-
te, donde Yn > 0, pu, = p, y stimilarmente Yn > 1, o, = 0. La idea es que
las muertes en la cadena representen a los clientes que han sido despachados,
mientras que los nacimientos representen a los clientes que van llegando.

De esta forma, la cadena de nacimiento y muerte es irreducible, y por lo tanto
usando el resultado 1.6.4 se sigue que esta tendrd una distribucion estactonaria
(y por lo tanto limite) si y solo si

o Lot u — uF

0L * ee * fhl—1

- = g — < 00,
g1092 ... O, g

=1 192 k k=1

pero la ultima expresion se trata de una serie geométrica, la cudl converge si y
solo si & <1, es decir, si p < 0. De esta manera, el proceso que modela la cola
tendrd una distribucion estacionaria (y limite) dada por:

1
—1-F st n =0,

(-8 ez

k=1
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El resultado anterior es esperable: la cola encuentra un equilibrio conforme el
tiempo transcurre solamente cuando la tasa p de llegada de los clientes es menor
a la tasa o a la que son despachados.



Capitulo 2

Teoria de renovacion

Un aspecto muy importante en las cadenas de Markov a tiempo continuo
estudiadas en el capitulo pasado, es que en dichos procesos nos encontramos
sucesiones de variables aleatorias (75 );en, independientes entre si y que indican
los tiempos de interarribo de los eventos que ocurren en el proceso, a saber,
de los instantes en los cuales las cadenas saltan de un estado a otro. Estas su-
cesiones de variables cuentan con una distribucién exponencial, ya sea de un
mismo pardmetro (como en el caso de los procesos de Poisson) o de distintos
pardmetros (como en un proceso de nacimiento y muerte). Esta caracteristica
les confiere varias propiedades a las cadenas, pues la distribuciéon exponencial
es Unica al poseer la propiedad de pérdida de memoria, la cual es trascendente
a la hora de establecer algunos resultados.

No obstante, con el fin de modelar fenémenos de la vida real usando procesos
a tiempo continuo, la distribucién exponencial de dichas variables aleatorias no
siempre esta justificada. De hecho es mucho maés razonable asumir que en un
fenémeno que involucre eventos relativamente similares que se suceden unos a
otros, la distribucion de los tiempos que hay entre cada evento sea fija, pero arbi-
traria. Asi, con una distribucién cualquiera y no una distribucién exponencial se
perderan propiedades que las cadenas gozan, como la propiedad de Markov, pe-
ro a cambio se obtiene mayor realismo en el modelado con procesos estocasticos
del fenémeno en cuestién. Esta es la idea detras de los procesos de Renovacion.

2.1. Definicién y primeras propiedades

Supongamos que (7T;);ecn es una coleccién de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, donde Vi € N,Vx € R,

BT, < 2) = F(a),

95
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con F : R — [0, 1] una funcién de distribucién tal que Vi € N,
P(T; <0) = F(0) = 0.

Lo anterior nos dice que las variables T; son positivas con probabilidad 1. Estas
representan el tiempo de vida del i-ésimo evento, o en otras palabras, el tiempo
que tarda en ocurrir el evento ¢ + 1 desde que sucedi6 el evento 3.

Con la sucesién de variables (T;);en representado los lapsos de tiempo entre
cada evento podemos definir, para cada n € N, a la variable W,, como sigue:

Wy = iz-;n
i=1

donde convenimos que Wy = 0. De esta forma, para cadan € {0,1,2,...}, W,, es
la variable que representa el instante en el que el n-ésimo evento ocurre, siendo
Wo = 0 el momento en el que comienza el proceso.

Notemos que la definicién anterior nos dice que la sucesién de variables W, es
creciente con probabilidad 1, pues las variables T; son positivas casi seguramente.
Mas aun, con lo anterior podemos definir el siguiente proceso de conteo:

Vt € [0,00), Ny :=mdix{n>1:W, <t},

en donde convenimos que méx{@} = 0. Este proceso cuenta el nimero de even-
tos que han ocurrido hasta el instante ¢ € [0, 00).

Una definicion alternativa pero equivalente del proceso anterior es la siguien-
te:

o0
Vit € [O,OO)7 Ny = Z]I{W”St}'

n=1
En donde la funcién 1y, <43 representa la funcién indicadora del conjunto
{W,, < t}, el cudl representa que el n-ésimo evento del fenémeno ha ocurrido
antes del tiempo t. Notemos que dicha forma alternativa hace evidente que el
proceso (N¢)i>o0 es no decreciente, pues la sucesién de variables W, lo es y la
funcién indicadora es mayor o igual a 0 con probabilidad 1.

Con las construcciones anteriores y partiendo inicamente de un conjunto de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (T;);ecn, pode-
mos definir a un proceso de renovacién como sigue:

Definicién 2.1.1. Sea (T;)ien una sucesion de variables i.i.d., positivas con
probabilidad 1 y con funcién de distribucion comin F : R — [0,1]. considere-
mos, para cada n > 0, a las variables aleatorias W, dadas por:

Wo=0 gy Wn::ZTi, n > 1.
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Figura 2.1: Trayectoria de un proceso de renovacién N;. Se pueden apreciar los
otros dos procesos que lo definen. Si los tiempos de interarribo se distribuyen
exponencial de parametro A, esta es la trayectoria de un proceso de Poisson de
parametro A.

Denominamos proceso de renovacién a la coleccion de variables {Ny : t > 0},
donde para cadan € N yt >0,

Ny :=méx{n >1: W, <t}
Al proceso de renovacion {Ny : t > 0} lo denotamos como (Ny)i>o-

Dada (T});en una sucesion de variables aleatorias i.i.d positivas con proba 1,
es comun denominar proceso de renovacién a cualquiera de los procesos (7;);en,
(Wn)n>0 0 (Nt)e>0, en vista de que dado uno de ellos, se pueden recuperar los
otros dos.

Ejemplo 2.1.2 (Reposicién de focos). Supongamos que una habitacion es
tluminada por un foco y que cada vez que dicho foco se funde es reemplazado
de forma inmediata por un foco idéntico al anterior. Sea T; la variable aleatoria
que representa el tiempo de vida del i—ésimo foco, y supongamos que el primer
foco es colocado en el instante t = 0. Entonces W,, = Y., es el tiempo en el
que el n—ésimo foco se funde y es reemplazado por otro.

Finalmente, si definimos Ny = méx{n > 1 : W, < t}, entonces N; es la
cantidad de focos que han fallado y se han reemplazado hasta el instante t > 0.

Si las variables aleatorias T; se asumen independientes e idénticamente dis-
tribuidas (lo cudl es razonable, pues los focos son idénticos y no se asumen
cambios en las condiciones de la habitacion conforme los focos se funden y se
cambian) con una distribucion cualquiera, entonces (N¢)i>o conforma un pro-
ceso de renovacion.

Ejemplo 2.1.3 (El proceso de Poisson). Sea (Ny);>0 un proceso de Poisson
de pardmetro X\ > 0. Entonces (Ny)i>0 es un proceso de renovacion, en donde
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los tiempos de interarribo (T;);en son variables independientes entre si que se
distribuyen exponencial de pardmetro A > 0, es decir, la distribucion de T es
F(z) =1— e para cualquier x € [0, 00).

Lo anterior, dependiendo del enfoque con el que se estudie a los procesos de
Poisson, es parte de la definicion misma del proceso, o se desprende de ésta.

Notemos que los procesos de renovacién generalizan a los procesos de Pois-
son en el sentido de que se conservan la independencia y la idéntica distribucion
de los tiempos interarribo (7;);en del proceso, sin embargo la funcién de dis-
tribucién F' de los tiempos interarribo en un proceso de renovacién puede ser
cualquiera, a diferencia de los procesos de Poisson.

Asi, los procesos de renovacion son otra posible generalizacién de los proce-
sos de Poisson, alternativa a la generalizacién que hacen las cadenas de Markov
a tiempo continuo, pues si bien en estos ultimos procesos los tiempos de inter-
arribo T; son independientes y exponenciales, se pierde la distribucién idéntica
pues como en el caso de una cadena de nacimiento y muerte, los parametros de
esas variables exponenciales no tienen por qué coincidir.

Ma3s atn, los procesos de Poisson son los tinicos procesos de renovacion que
tienen la propiedad de Markov. Este hecho se desprende de la propiedad de
pérdida de memoria propia de las variables (T});en, que caracterizan a la distri-
bucién exponencial, como se observa en el teorema 1.1.7.

En vista de lo anterior, dado que en el caso de un proceso de Poisson (N;);>o
de pardmetro A > 0, las variables IV, tienen distribucién Poisson(At) para cada
t > 0, una pregunta natural es: ;jqué podemos decir acerca de la distribucién
de las variables N; para cada t > 0 cuando (/NV;)¢>0 es un proceso de renovacion?

Para ello, recordemos primero que, para variables aleatorias independientes
X y Y, con funcién de distribucién F' y G respectivamente, la funcién de distri-
bucién de la variable X + Y es la convolucion de las funciones de distribucién.
De forma precisa, si Z = X + Y, entonces su funcién de distribucién estd dada
por:

Fat) = /_ h /_ Gy aF () = /_ T Gt — 2)dF(2) = G+ F(2).

De esta forma, si tenemos una distribucién F : R — [0, 00), definimos de
forma recursiva la n-ésima convolucién de F' consigo misma como sigue:

Definicién 2.1.4. Sea F una funcion de distribucion. Definimos la n-ésima
convolucion de F' consigo misma como
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0 st t<O0,
u F*O(t) =
1 st t>0.

s Vn > 1, F*(t) = F« F*=1 (1),

Es sencillo observar que cuando n = 1 obtenemos nuestra funcién de distri-
bucién F', y ademds, por induccién, podemos demostrar la siguiente propiedad
de convolucién:

Vn,m €N, Frn+m) — pen o prm,

Luego, si tenemos un proceso de renovacién (7;);en con funcién de distribu-
cién F, gracias a la independencia de las variables podemos demostrar usando
nuevamente induccién que las variables W,, = >_"" | T; tienen una funcién de
distribucién que estd dada por la n-ésima convoluciéon de F' consigo misma, es
decir, por F*".

Con lo anterior, podemos encontrar una forma de expresar las distribuciones
de las variables Ny de un proceso de renovacién, cosa que establecemos en el
siguiente resultado.

Teorema 2.1.5. Sea (T;);en un proceso de renovacidn y consideremos al pro-
ceso (Ni)e>o asociado a este. Entonces V¥t >0, ¥Yn € N,

P(N; = n) = F*"(t) — F*0FD ().

Demostracion. Recordemos que, de la definicién de las variables W, y N¢, ob-
tenemos la igualdad de eventos: {N; > n} = {W,, < t}. Notemos entonces
que

P(N; >n) =P(N;=n) +P(N; >n+1).
Por lo tanto,

P(N, = n) = B(W, <t) — B((Wpsy < 1)
— F*n(t) _ F*(n+1)(t).

Mas atn, ahora podemos establecer el siguiente resultado que se espera al
momento de modelar fendmenos reales.

Corolario 2.1.6. Las variables aleatorias Ny son finitas con probabilidad 1 para
cualquier t > 0, es decir, P(Ny < c0) = 1.
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Demostracion. Notemos que, para t > 0,

=Y P(N; =n)
n=0

— iF*n(t) _ F*(n-{-l)(t)
n=0

— F(t) = 1

Ejemplo 2.1.7 (El proceso de Poisson). Dado que Vi € N, T; ~ exp()\) para
algin X\ > 0, tenemos que

i=1

de forma que la n—ésima convolucion de la funcion de distribucion exponencial
consigo misma estd dada por:

k

on E(z) e A = (A
F (t):/O (()n_l)!dx—e A ;(k?

De esta forma concluimos que, para cualquier t > 0,

P(N; =n) = F™"(t) — F*(”+1)(t) — M ()‘t') 7
n:

o0 lo que es lo mismo, para cualquier t > 0, Ny ~ Poisson(At).

A pesar de haber encontrado una expresién para la funcién de distribucién
de las variables aleatorias V¢, las convoluciones resultan ser operaciones poco
précticas. Por ello, otra forma de obtener informacion acerca de las variables Ny
es a través de su esperanza.

Definicién 2.1.8. Sea (Ny)i>0 un proceso de renovacion. Definimos su funcion
de renovacion como
m:R— R, m(t)=E(Ny).

Intuitivamente, y de acuerdo con la definiciéon de esperanza, la funcién de
renovacién m nos indica el numero de eventos esperado hasta el tiempo ¢ > 0.

Podemos dar una expresién para la funcion de renovacion en términos de las
convoluciones de la funcién de distribucién de los tiempos de interarribo.
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Teorema 2.1.9. Sea (T;);en un proceso de renovacion con funcidn de distri-
bucion F, y funcion de renovaciéon m. Entonces, ¥Vt > 0,.

oo

m(t) =Y F™(t).

n=0

Demostracion. Sea t > 0. Recordemos que si X es una variable discreta posi-
tiva, podemos calcular su esperanza como: E(X) = >, P(X > k). Con ello, y
recordando la igualdad entre eventos {W,, >t} = {N; < n} tenemos que

m(t) =E(N;) =Y PNy >n)=> PW,<t)=Y F"(1).
n=0

n=0 n=0

Es posible demostrar que la funcién m(t) es finita. Dicho resultado serd
usado mas adelante, y aunque no se incluye la prueba en este texto, esta se
puede encontrar en [3, capitulo 10]. Otro aspecto importante de la funcién de
renovacién es que se puede obtener como una soluciéon de una cierta ecuaciéon
diferencial conocida como Ecuacién de Renovacién.

Teorema 2.1.10. Sea (T};);en un proceso de renovacion con funcidn de distri-
bucion F. Entonces,

m(t) = F(t) + /Otm(t —8)dF(s) = F(t) 4+ (mx F)(t), Vt>0. (2.1)

Demostracion. La técnica para demostrar este enunciado se conoce como anali-
sis de primer paso o técnica de renovacion. La idea es condicionar sobre el valor
del primer tiempo de interarribo T7:

m(t) = E(N;) = /0 T R(NTL = s)dF(s).

Donde en la ultima igualdad se usa esperanza condicional. Ahora, aqui existen
dos casos. Notemos que

0 st s>t

¢
/ E(N¢| Ty = s)dF(s) =
B 1+m(t—s) si s<t.

pues si hasta el instante £ no han habido saltos, la esperanza del nimero de
saltos al tiempo ¢ es 0, mientras que si al tiempo ¢ ya hubiese ocurrido algin
salto, entonces el nimero de eventos esperados al tiempo ¢, dado que ya ocurrié
el primer evento en un instante s < ¢, es el nimero de eventos esperados en el
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Nilw) : Nifw)

L]
o
=]

T T T,

Figura 2.2: Los casos en la técnica de Renovacién ejemplificada en trayectorias
del proceso.

intervalo de tiempo (s,t), de longitud ¢ — s, sumado en uno (que es el evento
que ya ocurrié). Asi,

/Oo E(N,|T1 = s)dF(s) :/ (14 m(t — 5))dF(s)

0 0
:/0 dF(s)+/O m(t — s)dF(s)
:F(t)+/0 m(t — s)dF(s).

Una forma méds general de la ecuacién de renovacién (2.1) es la siguiente:

g(t) = h(?) +/() g(t — s)dF(s), (2.2)

donde t > 0, h es una funcién acotada y F es una funcién de distribucién.
Esta ecuacién tiene una unica solucién acotada, resultado que establecemos a
continuacion.

Teorema 2.1.11. Sean F y h dos funciones tales que F es una funcion de
distribucion y h es una funcion acotada. Entonces existe una tunica solucion
acotada g a la ecuacion de renovacion (2.2), y estd dada por

g(t) = h(t) + /0 h(t — s)dm(s),

donde m(t) es la funcion de renovacion del proceso con distribucion F' en cues-
tion.
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Notemos que la ecuacién de renovacion (2.1) se recupera a partir de la ecua-
cién (2.2) tomando h = F'y g = m.

La funcién de renovacion resulta de especial importancia, puesto que es sufi-
ciente para caracterizar al proceso de renovacién. Asi, los procesos de renovacion
son un ejemplo en donde basta hallar las esperanzas de las variables involucradas
para conocer el proceso del que estamos hablando. De hecho es posible demos-
trar que hay una correspondencia uno a uno entre las funciones de distribucién
F y las funciones de renovaciéon m(t).

La demostracion de estos resultados no se incluye en el texto pero se encuen-
tran disponibles en [3, seccién 10.1].

2.2. Los teoremas de renovacion

Una vez que estudiamos un poco la distribucién de las variables aleatorias
N} en un proceso de renovacion, nos preguntamos ahora por su comportamiento
cuando el tiempo t tiende a infinito. A lo largo del capitulo asumiremos que
para un proceso de renovacion, E(T}) < oc.

Analizar directamente el comportamiento del proceso para tiempos grandes
N; no nos da mucha informacién, pues de hecho es intuitivamente claro que, al
ser las variables aleatorias (T});cn positivas con probabilidad 1 y con la misma
distribucién, la cantidad de eventos que ocurren va a irse acumulando a lo largo
del tiempo, por lo que N; e casi seguramente. Este serd nuestro primer

resultado en esta seccién.

Teorema 2.2.1. Sea (Ni)t>0 un proceso de renovacion. Entonces con probabi-
lidad 1,

lim N; = oo.
t—o00

Demostracion. Consideremos al evento de interés A = {th'm N; = oo}. Tal
—00

evento lo podemos reescribir como:

A={weQ:VYn e NIt >0 tal que Ny(w) >n} = m U{Nth}-
nENt>0

Recordando la igualdad crucial {N; > n} = {W,, < ¢} deducimos que

A= U Wn <t}

neENt>0

Sacando probabilidad tenemos:

PA) =P () J{W.<t} :]P’<m{Wn<oo}> = lim P(W, < o0),

neNt>0 neN
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donde en la pentultima desigualdad se utilizé la continuidad de la probabili-
dad, ya que, como W), < Wy, para cualquier £ € N, la sucesién de eventos
{W,, < oo} es decreciente.

Finalmente, como E(T1) < oo, E(W, ) = nE(T; ) < 00, por lo que W, es
finita con probabilidad 1, es decir, P(W, o0) = 1y con esto el resultado se
sigue. |

Recordemos que Ny = méx{n > 1 : W, < t} nos indica el niimero de

eventos que han ocurrido en el proceso hasta el instante ¢, asi que en lugar
de preguntarnos directamente por el comportamiento del proceso a tiempos
grandes, tiene més sentido preguntarnos por la cantidad de eventos que ocurren
por unidad de tiempo, para tiempos grandes. El teorema de renovacién nos da
una respuesta.

Teorema 2.2.2 (de renovacién). Sea (N;);>o un proceso de renovacion, y
w = E(Ty) la esperanza de los tiempos de interarribo T; del proceso, con 0 <
1 < oo. Entonces

con probabilidad 1.

Demostracion. Recordemos que la sucesion (7;);en es de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, y W,, = 3", T}, asf que por la ley
fuerte de los grandes numeros,

Wa
n n—oo
con probabilidad 1.
Como N; = max{n > 1: W, < t}, concluimos que

Whn, <t <Whn,41, t>0.

ya que si la cantidad de eventos que han ocurrido hasta el tiempo ¢ es V¢, enton-
ces t se encuentra después del instante en el que ocurre el evento N; (instante
denotado por Wy, ) pero antes del instante de llegada del evento N¢+1 (instante
denotado por Wy, 11). Asi, al dividir la doble desigualdad entre N, obtenemos
que

Woy ot W

N, T N Ny

es decir,
Wh, t Wi, +1 ) Nt +1

Nt _Nt Nt+1 Nt

Ahora bien, asumiendo que
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al tomar el limite, el término de la izquierda asi como el primer factor de la dere-
cha tienden a p, y aplicando en el segundo factor de la derecha que N (t) t—> o0
— 00

Ob‘ €11e1mos
< { t < I
'LL ‘ 11m ]\ft IU .

Tomando inversos multiplicativos concluimos. Solamente resta verificar que
se cumple la igualdad (2.3).

Nosotros sabemos que, para cada t € [0,00), N; es en realidad una funcién

N:: Q — {0,1,2,...}. Ademds sabemos que N; 7 00, con probabilidad 1,
—00

lo cual quiere decir que
P ({w € Q: Ny(w) P oo}) =1
—00

Sea 1 = {w € Q: Ny(w) == oo}. Por otro lado, la ley fuerte de grandes
—o0

nimeros nos dice que

]P({weﬁzwnn(w)mu}>:1.

Sea Qo = {w €N W”T(“’) - u}. Definamos Q3 = 1 N Qy. Se tiene que (23

n— oo
es un evento de probabilidad 1. Sea ahora w € 23, y sea ¢ > 0. Buscamos un

M € N a partir del cual, si t > M, entonces ’%ﬁ;m - ,u‘ <e.
Como W#(M) — u, para tal € > 0 existe un M; € N tal que si n > My,
n—oo
W“'T(w) —,u‘ < e. Luego, para tal My > 0, como N¢(w) PR existe un
— 00

M; € N tal que para cualquier ¢ > My, Ny(w) > M. Definamos M = My y
sea t > M. Fijados t y w, Ny(w) ya es un nimero fijo en {0,1,2,...}, y como
t > My, entonces Ni(w) > M;. Por lo tanto, se cumple que

W w

Nt(w)( ) _ﬂ‘ <€

Ni(w)
Noétese finalmente que lo anterior es vélido para cualquier w € 3, donde €23 es
un conjunto de probabilidad 1. Luego, concluimos que

con probabilidad 1. [ |

El teorema de renovacién nos dice a grandes rasgos que para tiempos gran-
des, la cantidad de tiempo que tardan en ocurrir los eventos es precisamente la
esperanza de los tiempos de interarribo. Presentamos ahora una aplicacién del
mismo.
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Ejemplo 2.2.3. Supongamos que en un videojuego en linea, un jugador es el
anfitrion de una partida con una configuracion de uno contra uno. Otros ju-
gadores se interesan e intentan entrar a la partida desde el meni de todas las
partidas en linea como un proceso de Poisson de pardmetro A > 0. Siempre que
un contrincante entra a la partida del anfitrion, esta dura un tiempo aleatorio
cuya funcion de distribucion es F. No obstante, los jugadores no saben si una
partida estd ocupada o estd libre hasta que intentan entrar en ella. Cuando un
contrincante intenta entrar a la partida de un anfitrion, esta empieza inmedia-
tamente si es que el anfitrion estd esperando, o es rechazado inmediatamente y
devuelto al meni con la lista de partidas si es que el anfitrion tiene una partida
en marcha. En esta situacion las siguientes prequntas son de interés:

= ;Cudl es la tasa a la cual los jugadores en efecto entran a la partida del
anfitrion en cuestion?

» ;Cudl es la proporcion de jugadores que en verdad entran a la partida res-
pecto a la cantidad de jugadores totales que se interesan en dicha partida?

Usaremos el teorema de renovacion para responder dichas preguntas. Los
tiempos de interarribo del proceso de Poisson que cuenta los jugadores que tra-
taron de entrar a la partida al tiempo t estan modelados por una sucesion de
variables independientes que se distribuyen todas ellas exponencial de pardmetro
A. Supongamos que los tiempos que duran las partidas estdn modelados por la
sucesion de variables (J;)ien, donde E(J;) = pup, Vi € N

Notemos que debemos tomar todas las variables aleatorias J; en cuenta, pues
es el tiempo efectivo que dura una partida, mientras que no podemos tomar en
cuenta todos los tiempos de interarribo del Poisson ya que es posible que haya
jugadores que quieran entrar a la partida del anfitrion cuando estd ocupada. Sin
embargo, en el instante en el que una partida de duracion J; termina estaremos
a la mitad de un tiempo interarribo H; del proceso Poisson, y gracias a la pro-
piedad de pérdida de memoria, el tiempo que tarda en llegar un contrincante y
comenzar la partida i+ 1 desde el instante en el que termind la partida i, vuelve
a distribuir exponencial de pardmetro .

exp(A) exp(A) exp(A) exp(A) exp(A) exp(A) exp(A)
- »— —— -+ - - .
| | N | J 2 | L |
[ T - ~ 1 T - [ T - I
0o - .
5y ~ exp{A) S~ exp(X) 3 S3 ~ exp(A)

T T Ty

Figura 2.3: Diagrama de las variables aleatorias del proceso. Las cruces muestran
los instantes en los que algtin jugador intentd entrar a la partida.

De esta forma, para cada i € N, denominamos S; a la variable que mode-
la el tiempo restantes hasta que llegue un nuevo jugador de acuerdo al proceso
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Poisson, luego de que la i—ésima partida acaba. Dichas variables se distribu-
yen exp(A) y también son independientes. Consideramos ast el proceso (T;)ien,
donde,

T,=5;+J;, i€N.

Este proceso resulta ser una sucesion de variables aleatorias i.i.d., el cudl modela
el ciclo completo desde que se espera un contrincante hasta que se termina la
partida con €l. Por lo tanto, el proceso (Ny)i>o asociado a la sucesion (T;)en es
un proceso que cuenta el nimero de partidas que han ocurrido hasta el instante
t. Luego, usando el teorema de renovacion,

N, 1 1 1 A

lim = = =

tmeo t E(D)  E(S)+E()  f4pe 14 dup

Esta expresion es la tasa a la cual los jugadores entran en efecto a la partida
del anfitrion para tiempos grandes.

Finalmente, dado que los contrincantes potenciales para el anfitrion tratan
de entrar de acuerdo a un proceso de Poisson de pardametro A > 0, podemos

concluir que la proporcion estd dada por

Jugadores que en efecto entran hastat ﬁ B 1

im = = .
t—oo Jugadores que pretenden entrar hasta t A 1+ A\up

Ahora estudiamos el comportamiento a largo plazo de la funcién de re-
novacién m(t). Utilizando el teorema de convergencia monétona en Ny y que
Ny —— oo obtenemos que

t— o0

lim m(t) = oo.

t—o0
Resulta de mayor interés estudiar el comportamiento a largo plazo del cociente
entre el valor promedio de las variables INV; con respecto al tiempo.

Dado el teorema de renovacién demostrado anteriormente, es razonable pen-
sar que en efecto el limite de tal cociente existe y que
E(N; 1
lim g = —.
t—o00 t 1%
Y resulta ser que dicha afirmacion es verdadera, aunque no es una consecuencia
directa del teorema de renovacion.

Es conocido que la convergencia casi en todas partes no implica la conver-
gencia en norma L', es decir, dada una sucesién (X,,),en de variables aleatorias
tales que lim X,, = C, donde C' € R, no implica que lim E(X,) = C. Pue-

n—oo n—oQ
de ser incluso que tal tdltimo limite sea infinito, como se puede apreciar en el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2.4. En el espacio de probabilidad ([0, 1], B([0,1]), L) (el intervalo
con la o-dlgebra de Borel y la medida de Lebesgue), sea k € N y consideremos
la sucesion de variables aleatorias tal que Vn € N,

nk  si 0§w§%7
Xn(w) =
0 St %<w§1.

Notemos que en este espacio de probabilidad, la sucesion converge casi en todas
partes a la variable idénticamente 0, es decir, X = 0. Ahora, Vn € N,

1
1
E(X,) :/ Xpdx =nF. = =nk1
0 n

Y ast,
k=1

[
®»
S,

)

lim E(X,) = lim n*! =
n—oo n—oo

oo st k>1.

Por otro lado, E(X) = E(0) = 0, as? que sin importar el valor de k € N,

lim E(X,) # E(X).

n—oo

Con esto, X, —— X con probabilidad 1 no implica que E(X,) —— E(X).
n—oo n—oo
Sin embargo, como ya se menciond, el siguiente resultado nos dice que en
un proceso de renovacién también podemos hablar de un limite en norma L'
cuando ¢t — oo para los cocientes Ny /t.

Para demostrar tal resultado, haremos uso de un tiempo de paro, nocién que
establecemos a continuacién.

Definicién 2.2.5. Sea (X, )nen una sucesion de variables definidas en un mis-
mo espacio de probabilidad (2, #,P) y N : Q — N una variable aleatoria de
dicho espacio. Decimos que N es un tiempo de paro si,

VYneN, {N=n}ec.Z,.

donde #, = 0(X1,...,X,) es la o-dlgebra generada por el conjunto de variables
aleatorias { X1, ..., X, }.

En palabras, lo anterior nos dice que una variable aleatoria de 2 en N es un
tiempo de paro si los eventos { N = n} son cognoscibles a partir de la informa-
cién otorgada por las primeras n variables aleatorias Xj, ..., X,, del fenémeno
que se estd estudiando.

Un ejemplo de un tiempo de paro, 1util para demostrar el resultado que
buscamos, es el siguiente:
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Observacién 2.2.6. Dados un proceso de renovacion (Ni)i>o con tiempos de
interarribo (T})ien, y un tiempo t > 0, la variable aleatoria

My =min{n >1: W, >t}

es un tiempo de paro con respecto a la sucesion (Fp)n>1, donde F, = o(Th,...,Ty,),
vn € N.

Demostracion. Observemos primero que Vt > 0, My = N; + 1, ya que se da la
siguiente igualdad entre eventos:

{N; =n—1} = {M; =n}.

Con esto, para cualquier n > 1 se da también la igualdad de eventos {M; > n} =
{N; > n—1}. Recordamos nuevamente la igualdad {N; > n—1} = {W,,_; < t},
y concluimos que:

{Mth}:{Wn—l St}: {Tin St}

i=1
Pero este ultimo evento en efecto pertenece a %, = o(11,...,T,). Es decir,
los eventos {M; > n} son cognoscibles partiendo tinicamente de la informa-

cién otorgada por .%,,. Finalmente, usando las propiedades de las o-dlgebras, se
desprende que para cualquier n > 1, {M; = n} € Z,. [ ]

Finalmente, enunciamos y demostramos una identidad importante como tlti-
ma herramienta previa al resultado que queremos, y que nos sera de utilidad
mas adelante:

Teorema 2.2.7 (Identidad de Wald). Sean (X;,r;)ien una sucesion de vec-
tores aleatorios i.i.d y N : Q@ — N un tiempo de paro con respecto a la sucesion
(Fn)nen de o—dlgebras generadas por los vectores de la sucesion (X, r;)ien-

Sea f:R? — R una funcion Borel-medible. Supongamos que
Yo  E(| (X, ri)[Lgn>iy) < 0o y E(N) < co. Entonces

N
E (Z f(Xz',Tz')> =E(f(X1,m)) E(N).

En particular, si sustituimos Y ;< E(| f(Xy,7:)|L{n>sy) < 0o por E(|f(X1,71)]) <
00, la identidad sigue siendo vdlida.

Demostracion. Reescribimos primero la suma aleatoria de la siguiente forma:

N

=1 i=1
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La igualdad anterior se sigue de que la funcién indicadora se anula cuando

1 > N + 1. Sacando esperanza y usando el teorema de convergencia domina-
da con variable aleatoria dominante g(z) = > 2.2, | f(Xi,7i)|1{n>i; (la cual es
integrable usando convergencia mondtona y nuestras hipdtesis), tenemos que

N 0
E <Zf(Xi77"i)> =E (Z f(Xi,Ti)]l{N>i}> ZE (Xisri) Lin>iy)-
=1 =1

Ahora recordamos que N es un tiempo de paro con respecto a (%, )nen, de forma
que el evento {w € Q: N(w) > i} = Q\{w € Q: N(w) <i—1} pertenece a .%;_1
que es la o—4lgebra generada por (X1,r1), (X2,72), ..., (Xi—1,7i—1), asi que tal
evento es independiente de los eventos generados por la variable f(X;,r;) pues
la sucesion es de vectores independientes, y al ser f una funcién Borel-medible,
la independencia se preserva. Se sigue que:

Z]E (Xiyri)lyn>iy) = ZE(f(Xi,Tz‘))E(]l{Nzi}) (2.4)
i=1 i=1

E(f(Xi,7:))P(N > 1).

'r”ﬂ@

=1

Finalmente, dado que N es una variable aleatoria discreta y positiva,

Z]E (Xi, 7)) P(N =) = E(f(X1,m1)) D P(N = d) = E(f(X1,71))E(V).

i=1

En el caso en el que E(|f(X1,71)|) < oo notemos que, como (X;,7;)ien €s una
sucesion de vectores idependientes y la funcién valor absoluto es Borel-medible,
la sucesién (| f(X;,7:)|)ien es de variables independientes y Vn € N, | f(X,,, )|
es F,—medible, de forma que el argumento de las igualdades en (2.4) aplicado
a esta nueva sucesion es valido, y

ZE |f (X, m) v say) ZE |f (X, ri) DP(N > 0) = E(|f (X1, 1) NE(N) < o0,

=1

con lo que recuperamos la hipétesis sustituida y obtenemos el resultado. ]

Observemos que, si en el resultado anterior usamos 7 : R> — R, 71 (2, ) =
x la proyeccion en la primera coordenada, la cudl es una funcién continua, recu-
peramos la versién unidimensional de la identidad de Wald. Con esto estamos
listos para probar el resultado que nos interesa.

Teorema 2.2.8 (Elemental de renovacién). Sea (Ny);>¢ un proceso de re-
novacion y p = E(T1) la esperanza de sus tiempos de interarribo T;, en donde
0 < p < oo. Entonces
E(N, t 1
h'm(it): limm:—.

t—o00 t t—oo ¢ 12



2.2. LOS TEOREMAS DE RENOVACION 71

Demostracion. Laidea de la prueba consiste en encontrar primero un tiempo de
paro respecto a %, := o(11,...,T,) que sea adecuado para aplicar la identidad
de Wald usando la sucesién de vectores (T3, C), donde C' es una variable aleato-
ria constante, y la proyeccion a la primera coordenada, a N; + 1. Consideremos
para esto al proceso (M;)¢>o, definido en la observacién 2.2.6, el cual sabemos
que se compone de tiempos de paro.

Sea ¢t > 0 un tiempo fijo. Dado que m(t) es finita, E(M;) = E(N; + 1) =
m(t)+1 < co. Ademas, las variables aleatorias T; son positivas con probabilidad
1 de forma que E(|T1]) = E(T1) < oo. Luego, usando la identidad de Wald:

E(Wn,) = E(Wn,+1) = E(T1)E(N: + 1) = p(E(Ny) + 1) = (m(t) + 1)p.
Por otro lado, ubicados en ese instante ¢ > 0 tenemos que
t < Wer»lv

ya que si al instante ¢ han ocurrido IV; renovaciones, entonces la renovacién
N; +1 ocurrira después de t. Asi, usando monotonia de la esperanza y juntando
los resultados anteriores,

i< E(WNt+1) = (m(t) + 1)/“‘7

de donde

1 m(t)+1

o’ t
A continuacion, definimos algunas variables aleatorias y construimos un proceso
de renovacion auxiliar: sea M € N. Definimos Vi € N,

S;=min{T;, M}, V,=> S y K =méx{n>1:V, <t}
=1

Notemos que al ser (T} );en una sucesién independiente e idénticamente distribui-
da, el proceso (S;)ien también lo serd, pues esencialmente es el mismo proceso
salvo que se esta acotando el tiempo que puede tomar algin tiempo interarribo.
Esto permite controlar mejor el comportamiento del proceso cuando el tiempo
tiende a infinito.

De la definicién de las variables, S; < T, asi que

n n
Va=)_Si<> Ti=W,
i=1 i=1
Por lo tanto, para un tiempo ¢t > 0 arbitrario,

Ki=mix{n <1:V, <t} >mix{n <1: W, <t} =N,
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Figura 2.4: Tlustracién de los procesos (S;)ien ¥ (Vn)nen que conforman un
proceso de renovacion auxiliar.

pues al ser mas pequenos los tiempos entre cada evento, las renovaciones en el
proceso K; ocurren mas rapido que en el proceso original V;.

Con la desigualdad N; < K, la identidad de Wald aplicada a Vi,411 ¥
propiedades de la esperanza obtenemos

E(Vk,+1)

E(N, +1) <E(K, +1) = E(S)

Por otro lado, por construccién Vi, 11 — Vi, = Sk,+1 y dado que Vi, < t (el
nimero de renovaciones del proceso auxiliar hasta ¢ es K3), tenemos —t < —V,
y en consecuencia:

Vi1 = Vi,41 —t) +t < Sk, 41+t < M +t.

Asi que retomando las desigualdades anteriores,

E(Vi,41) _ B(M+t) M+t

E(N:+1) < < = .
Nt U= "5ie) = 85y~ EGY
Dividiendo entre t > 0 y tomando limites,
. E(Nt+1)<h,m M+t 1 1
t—o0 t T t—oo t E(S1) o E(mfn{M, Tl}) '

Juntando la expresién anterior con la desigualdad (2.5) tenemos:

1 ., E(N:+1) 1
— < lim < ~ .
T t—oo t E(min{M, T })

El razonamiento anterior fue hecho para una M € N arbitraria. Finalmente,

considerando la sucesién (min{M,T1})yen la cual estd formada por variables

positivas con probabilidad 1, integrables y tales que min{M, T} } M—> Ty, por
—00

el teorema de convergencia dominada,

Lo PO ! !
Ww - t=oo t T M—oo E(mfn{M, Tl}) E(le
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de donde
< lm W)

<
t—oo -

==
==

y obtenemos la igualdad buscada. |

Asi como en el primer teorema de renovacion, el resultado anterior nos in-
dica que para tiempos muy grandes, el promedio del ntimero de renovaciones
que ocurren por unidad de tiempo es igual al inverso de la cantidad de tiempo
promedio que tarda en ocurrir una renovacién.

Los teoremas anteriores no son los tnicos resultados en cuanto al compor-
tamiento de un proceso de renovacién a largo plazo. Estos resultados son més
complicados de establecer y a continuacién enunciamos algunos de ellos breve-
mente.

Teorema 2.2.9 (Renovacién de Blackwell). Sea (T;);cn un proceso de re-
novacion con distribucion F : R — [0,1] y tal que E(Ty) = p.

1. Si F es no aritmética (es decir, Supp(F) # dZ para alguna d > 0).
Entonces Vh > 0,

, h
tlggo m(t+h) —m(t) = "
2. Si F es aritmética con base d > 0, entonces Vn € N,
nd

tlg(r)lo m(t+nd) —m(t) = —.

Esencialmente este teorema nos indica el comportamiento del promedio de
renovaciones en un intervalo de tamano h > 0 arbitrario. Por ultimo, tenemos
el siguiente resultado:

Teorema 2.2.10 (Clave de renovacién). Sea (T;)ieny un proceso de reno-
vacion con distribucion F : R — [0,1]. Sea g(t) la solucion a la ecuacion de
renovacion:

t
o(6) =h(0)+ [ glt - )dF (),
0
en donde suponemos que h : [0,00) — R es directamente Riemann integrable.

1. Si F es no aritmética, entonces
1 oo
Jim gt =+ [ hyae

2. Si F es aritmética con base d > 0, entonces

oo

hmgt+nd Z (t+ kd).
-
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Se puede demostrar que estos tltimos dos teoremas son equivalentes y que
ambos implican al teorema elemental de renovacién (ver [6, capitulo 6]).

Hasta ahora los teoremas presentados son en cierta medida resultados que ge-
neralizan la ley de los grandes niimeros para variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, pero en procesos de renovacion, asi que siguiendo
esta linea de pensamiento, presentamos a continuacion una generalizacién del
teorema central del limite para procesos de renovacion.

Teorema 2.2.11 (Central del limite para procesos de renovacion). Sean
(N¢)e>0 un proceso de renovacion, p = E(T1) la esperanza de los tiempos de
interarribo T; del proceso, en donde 0 < p < oo, y sea 0 = Var(Xy) tal que

0 < 02 < co. Entonces
Ne—tlp @,

NI

donde el limite se entiende en el sentido de distribucion, con Z una variable
aleatoria con distribucion Normal(0,1).

La prueba rigurosa del resultado se omite, sin embargo se presenta la idea
de la validez del resultado. Queremos probar que

P(Nt_t/“«g) —— P(Z < x).

/t02/u3 - t—o0

Para ello es mejor analizar la probabilidad P <\I/V% > 1:) Despejando Ny y
o2/u

recordando que {N; > k} = {W}, <t} para cualquier k € N obtenemos:
i + x\/t02/u3)
P

=P <WU+;c\/WJ = t) ’

donde | x| representa el mayor entero menor o igual a 2 € R. Denotamos «a(t) =

=
VR
Tz
~
Q|
U ~
R

vV
~

|

=
/N

Z

vV

I
=
—~
Z
vV

ﬁ + zy/ta?/p | y llevamos la expresién anterior a la forma usual del teorema

central del limite:

P(Wag <) =P (Wau) —at)p _t- a(t),u> |

ovalt) — oya(t)

Por un lado nétese que a(t) = {ﬁ + x\/tJQ//ﬁ’J et Por otro lado,
— 00

t
at) = H + x\/ta2/,u3J ~ cuando t — 00
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de forma que
t — pa(t) - —zpr/to?/u3
— 00
y en consecuencia
t—aft)p
o /a(t) t—o0

Con esto, por el teorema central del limite,

P (Wa(t) —a(t)u < t—a(t)p

° P(Z < —a
o/ a(t) m/a(t)) t—oo (<)

donde Z ~ Normal(0,1). Usando que la funcién de densidad de una normal es
par se concluye.

Ejemplo 2.2.12. En una fdbrica, la produccion de un determinado articulo
estd a cargo de dos secciones que tienen distintos procesos de produccion. La
primera seccion logra producir un articulo de acuerdo a una variable aleatoria
I'(4,2), mientras que la sequnda seccion logra producir el articulo de acuerdo a
una variable aleatoria Uniforme(0,4). Aprozimar la probabilidad de que entre
las dos secciones se produzcan al menos 90 articulos en un tiempo t = 100.

Primero, asumamos que (T;)ien y (S;)ien son los tiempos aleatorios en los
que tarda en producirse el i—ésimo articulo en la primera y en la seqgunda seccion
respectivamente, donde asumimos que son sucesiones de variables todas ellas
independientes entre si. De acuerdo al problema planteado, tenemos que para
cualquier t € N,

T, ~T(4,2) y S; ~ Uniforme([0,4]).

Luego, (T;)ien y (Si)ien son procesos de renovacidn, asi que denotemos por Ny y
M; a los procesos que cuentan el numero de articulos producidos hasta el tiempo
t por la primera y la seqgunda seccion respectivamente.

Con lo anterior podemos replantear el problema, el cudl se reduce a encontrar
la probabilidad de que Nigg + Moo > 90. Para esto hacemos uso del teorema
central del limite para procesos de renovacion: la media y la varianza de la
variable Nigg son uy =2 y 012\, =1, asi que aprorimadamente

Nigo — 100/2
/100 - 1/23)

mientras que para la variable Moo, la media y la varianza son puy = 2 y

2 _ 4 .
oy = 3, por lo que aproximadamente

~ Normal(0,1),

Moo — 100/2

\/100 - 4/23)

~ Normal(0,1).
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Realizando los cdlculos y transformando las variables aleatorias normales, tene-
mos que N1gg ~ Normal (507 2—25) mientras que Myoo ~ Normal (50, %) Luego,
la suma de ambas variables se distribuye aproximadamente

175
NlOO + M100 ~ Normal (100, 6) y

de forma que P(N1go + Mygo > 90) ~ P(Z > 90) donde Z ~ Normal (100, 122).
Este dltimo wvalor es posible aproximarlo transformando la variable Z a una
normal estandar, el cudl es de 0.968. De esta forma, aprorimadamente con
probabilidad de 96.8 %, luego de un tiempo t = 100, las dos secciones habrdn
producido al menos 90 articulos.

2.3. Procesos de renovacion con premio

Usando como base los procesos de renovacién estudiados anteriormente, po-
demos construir un tipo de procesos que resultan ser bastante adecuados para
las aplicaciones.

Supongamos que, dado un proceso de renovacién (7;);en, al momento W;
donde ocurre la i-ésima renovaciéon obtenemos un premio de tamano aleatorio
que denotaremos por r;. Dichos premios r; los podemos suponer independientes
entre si e idénticamente distribuidos, pero no necesariamente independientes de
la longitud del i-ésimo evento, es decir, el premio podria depender del tamano
del tiempo de interarribo 7T; (lo cudl es razonable e incluso esperable si queremos
modelar fendmenos de la realidad).

Si denotamos por R; a la cantidad total de premios acumulados hasta el
tiempo ¢t > 0, nos encontramos ante un nuevo proceso estocastico, del que po-
demos preguntarnos por su comportamiento, y que puede modelar una gran
cantidad de situaciones, pues las variables r; pueden modelar costos, pagos,
puntajes, entre muchas otras posibilidades. Esta es la idea de los procesos de
renovacién con premio, que definimos a continuacion.

Definicién 2.3.1. Sea (T;,7;)ien una sucesion de vectores aleatorios i.i.d de-
finidos en el mismo espacio de probabilidad, donde (T;);en es un proceso de
renovacion. Supongamos que (Ny)i>o es el proceso que cuenta las renovaciones
hasta el instante t > 0. Definimos al proceso de renovacion con premio (Ry)i>o0
como Sigue:

=1

Un primer ejemplo de los procesos de renovacion con premio son los procesos
de Poisson compuestos.
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Ejemplo 2.3.2 (El proceso de Poisson compuesto). Los procesos de re-
novacion con premio generalizan a estos procesos: si tememos un proceso de
Poisson compuesto (X;)i>o tal que ¥t > 0,

donde (Ny)i>0 es un proceso de Poisson, (T;);en son sus tiempos de interarribo
con distribucion exponencial, y (r;)i>o0 son los incrementos asociados al i—ésimo
tiempo de interarribo, los cuales se asumen independientes del proceso (Ny)i>o,
entonces (X¢)i>0 €s un proceso de renovacion con premio.

En el ejemplo anterior, es de interés resaltar que los procesos de Poisson son
un caso muy particular de los procesos de renovacién con premio, ya que estos
ultimos no asumen la independencia entre los procesos (Ny)i>0 ¥ (7:)i>0-

Es de particular interés preguntarnos por el comportamiento de este proceso
con respecto al tiempo ¢t > 0 cuando esta cantidad tiende a infinito. Esto nos
lleva a un par de resultados andlogos a los dos teoremas de renovacion vistos en
la seccién pasada y que son muy utiles para las aplicaciones.

Teorema 2.3.3 (de renovacién con premio). Sea (T;,7;)icn una sucesion
de vectores aleatorios i.i.d y sea (Ry)i>0 el proceso de renovacidn con premio
asociado. Supongamos que E(Ty) = p yE(jr1]) =, donde 0 < p < 00 y v < 0.
Entonces

Rt o E(’I“l)
T tSoo t E(Tl)
E(R:) E(r)

’ t—o0 t E(Tl

con probabilidad 1.

~—

Demostracion. 1. Sea t > 0, notemos que

Ry Yy N

1=

t N, t’
Por un lado, al ser (r;);cny una sucesién de variables i.i.d, usando que
N Pl la ley fuerte de los grandes ntimeros, y argumentando de
— 00

forma similar a como se hizo en la igualdad 2.3, con probabilidad 1 sucede
que:

Ny
2im1Ti ~
Nt t—o0

Por otro lado usando el teorema de renovacién, con probabilidad 1:

N, 1

t t—oo /L

Multiplicando ambas expresiones, obtenemos el inciso 1.



78

CAPITULO 2. TEORIA DE RENOVACION

2. Recordemos de la observacion 2,2,6 que el proceso My = N; + 1 es un

tiempo de paro con respecto a la sucesién de o—4élgebras (%,,)n>1, donde
para cualquier n € N, .%,, = o(T1,...,T,,).

Si ahora consideramos a la sucesién de parejas (T}, r;)icn, entonces las va-
riables (M;);>0 son tiempos de paro con respecto a la sucesién de o-dlge-
bras (¥,)nen, donde para cualquier n € N, 4, = o((T1,71), .., (Tn,70))-
Intuitivamente lo anterior es valido pues si para cualquier n > 1, los even-
tos {M; = n} son cognoscibles tunicamente sabiendo la informacién de
Fn = o(T1,...,T,), entonces al ‘agregar mas informacién’ que pueda ser
cognoscible al tiempo n con las parejas (T;,r;), el evento {M; = n} sigue
siendo cognoscible.

Con esto, dado que las parejas (T3, r;) son i.i.d. y E(|r1]) < oo, utilizando
ahora la funcién 7y : R? — R, mo (T3, ;) = r; (la proyeccién en la segun-
da coordenada, la cual es una funcién medible) en la identidad de Wald
2.2.7, obtenemos una versiéon adecuada de dicho resultado que aplicamos
a continuacion:

Ny N¢+1
E(Rt) =E (Z Ti> =E (Z Ti — ’rNtJrl)

Z Ti) —E(rn 1) = E(r)E(N; + 1) — E(ry,41)

— E(r)(m(t) + 1) — E(ry,1).

Gracias al teorema elemental de renovacion 2.2.8,

E(ri)(m(t) +1) E(ri) _ v

t tooo’ B(TY) g

E(rn,+1)
t

por lo que resta demostrar que —— 0 para concluir.

t—o0

Para esto usamos de nuevo la técnica de renovacion expuesta en 2.1.10.
Denotemos por r(t) a la expresién E(ry,11). De forma andloga a lo he-
cho en el resultado mencionado antes, al condicionar sobre el valor de T}
tenemos:

r(t) = /OOO E(ry,+1|T1 = x)dF(x)

- //]E(rNt+1|T1 — 2)dF () +/ E(ry,1|T1 = @)dF ().
0 t
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Por un lado, fijado el tiempo ¢t > 0, si la primera renovacién ocurre en
un instante 77 = x < t entonces el premio numero N; + 1 es distinto
del primer premio 71, por lo que es independiente de T7 y su esperanza
coincide con la esperanza del premio nimero NV;_, + 1. Lo anterior gracias
a que las parejas (T;,7;) son i.i.d. Por otro lado, si la primera renovacién
ocurre en un instante 77 = x > t, entonces el valor promedio del premio
nimero Ny + 1 es el valor promedio del primer premio ry. Asi,

o

r(t) = /0 E(rn,+1|Th = z)dF(x) —i—/t E(rn,+1|T1 = z)dF(x)
- / E(ry, 1)dF(z) + / T B [Ty = 2)dF(x)
0 t
_ / E(ry, 11)dF(x) + / E(r 1z, 50|T1 = 2)dF(x)
0 t
_ / r(t — 2)dF(z) + / E(ri1 iz, |T: = 2)dF(z)
0 0

_ /0 r(t — 2)dF(2) + E(rl g o1).

Por lo tanto r(t) = E(ry,+1) satisface la ecuacién de renovacién:

¢
r(t) = H(t) + / r(t — x)dF (), (2.6)
0
donde F es la funcién de distribucién de T1 y H(t) = E(ri1{p>4).

Notamos que la sucesién de variables aleatorias (7117, 5n})n>1 tiende a 0
conforme n tiende a infinito pues la funcién indicadora se anula en algin
punto ya que 7 < oo con probabilidad 1. Asf, usando que |E(r11¢7,54)] <
E(Jr1]) = v < oo y el teorema de convergencia dominada podemos deducir
que:

a) |H(t)] < E(|r1|) < oo para cualquier ¢ > 0 (la funcién H es acotada).

b) tlggo H(t)=0.

Como H es acotada, de acuerdo a lo expuesto en 2.1.11 la ecuacién de
renovacién (2.6) tiene por solucién:

r(t) = H(t) + /0 H(t — z)dm(z),

donde m(t) = E(N;). Finalmente, dado que H(¢) = 0, fijando una
— 00
e > 0 existe una M, < oo tal que para cualquier t > M., |H(¢t)| <e. Con
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esto, acotamos la expresion que nos interesa de la siguiente forma:

[H (D) + Jo " H(t — 2)dm(@) + [, H(t — x)dm(z)

t
_HO - fy " H(E = a)ldm(@) + [, |H(E = 2)|dm()
< : .

t

v

Ahora, si 0 < x < t— M, entonces M. < t —x y entonces € acota a H. De
lo contrario H atn estd acotada por E(|r1|), asi que:

(HO)| + [, |H(t = 2)|dm(x) + [}, [H(t — 2)|dm(z)

t
_et Jo =M e dm(z) + [, E(|ri])dm()
- t
< % L emlt t— M.) | B(lrh(m() t— m(t — Mc))
e em(t—M.) t—M. E(r])
=t ot (m(t) —m(t — M.)).

Usando el teorema de renovacién 2.2.8 en el sumando de enmedio, y el

teorema de renovacién 2.2.9 con h = —M, en el sumando derecho,

e em(t—M.) t— M. E(r]) €

- : t) —m(t — M) — .
Dada la arbitrariedad de £ > 0, tenemos que:

E
_ (rNtJrl) 0
t t—o00
y concluimos.
|

Ejemplo 2.3.4. Del ejemplo 2.2.3, recordemos que (J;);en son variables alea-
torias con distribucion F' que modelan el tiempo de duracion del i—ésimo juego,
mientras que las variables (S;);en son parte de algunos de los tiempos de inter-
arribo del proceso de Poisson que modela los jugadores que pretenden entrar en
la partida del anfitrion, de forma que Vi € N, T; = J; + S;. Supongamos ahora
que por cada partida jugada, el anfitrion gana experiencia, de forma que en la
1—ésima partida gana una cantidad r; de esta. Es natural pensar que r; y J; no
son independientes, pues a menudo entre mas tiempo dura una partida, mayor
experiencia se gana. La pregunta entonces es:

= A tiempos grandes, jcuanta experiencia gana el anfitrion de la partida?
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Y para responder a esto podemos considerar ahora la sucesion (r;)ien de va-
riables aleatorias, independientes entre ellas y con media E(ry) = v, y con
las parejas (T;,7;)ien construir al proceso de renovacidon con premio siguiente:
vt >0,

i=0
donde N, es el proceso de renovacion construido en 2.2.3. El proceso R; deter-
mina la cantidad total de experiencia acumulada por el jugador hasta el tiempo
t > 0 desde que la partida comenzé. Usando el teorema de renovacion con pre-

mio, tenemos que
I Ry v .
im — = — casi seqguramente,
t—oo t "
de forma que para tiempos grandes, el jugador recibe una cantidad que, en pa-
labras, es la proporcion de la experiencia promedio que se gana en cada partida
terminada, respecto del tiempo promedio de duracion de cada partida (incluyen-

do el tiempo que el jugador espera a que un oponente ingrese a su partida).
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Capitulo 3

Una aplicacién a un
problema de fisiologia
celular

Para concluir con esta presentacién de algunos procesos estocésticos, pre-
sentaremos una aplicacién de los procesos de renovaciéon, la cual consiste en
modelar el comportamiento de las células del colon humano durante su proceso
de reproduccién y diferenciacidn, el cudl es descrito en [9]. Para ello daremos
primero una breve descripcién del 6rgano, pasando posteriormente a presentar
el modelo y finalmente mostrando que las predicciones hechas por el modelo con
algunas cantidades estimadas coinciden con los resultados experimentales.

3.1. El colon humano

Para comenzar con esta seccién, se presenta un resumen acerca del colon, su
funcionamiento y parte de su histologia. El contenido de esta seccién es extraido
de [7].

El sistema digestivo humano comprende tanto al tubo digestivo, el cudl esta
conformado por la cavidad bucal, el eséfago, el estémago y los intestinos delga-
do y grueso, como a las estructuras asociadas a este, que serian la lengua, los
dientes, el pancreas, la vesicula biliar o el higado. Las principales funciones de
este sistema son el transporte de agua y alimentos a través del tubo digestivo,
la digestién y secrecién de sustancias para que esta se lleve a cabo, asi como la
absorcion de agua, de los alimentos digeridos y la excrecién de los residuos sin
digerir o no digeribles.

Como tal, el interior del tubo digestivo no forma parte del cuerpo, a pesar
de adentrarse en él. Asi, se le denomina ‘luz del tubo digestivo’ o ‘lumen’ a la

83
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parte que fisicamente corresponde al exterior del cuerpo. De esta manera, tanto
la cavidad bucal como el interior del estémago o de los intestinos forman parte
de la luz del tubo digestivo.

La porcién del tubo digestivo que se extiende desde el comienzo del eséfago
hasta la parte externa del conducto anal, es un tubo hueco, de didmetro varia-
ble, pero que presenta esencialmente la misma estructura en su pared celular, la
cual estd compuesta por cuatro capas de tejido, que desde el interior del tubo
digestivo (es decir, desde la luz del tubo digestivo) hacia el exterior de este, son:
la mucosa, la submucosa, la muscular externa y la serosa.

Nuestro interés se centra en la primer capa, que es la mucosa, ya que es
la parte que actia como barrera entre la luz del tubo digestivo (que es donde
transitan los alimentos y el agua, y donde se produce el proceso digestivo) y el
interior del cuerpo. El tejido especializado de la mucosa realiza tres funciones
principales: proteccion, absorcién y secrecidn, las cuales serdan mas relevantes o
menos relevantes, dependiendo de la zona del tubo digestivo donde observemos.

Vein

Submucosal plexus

(plexus of Meissner) L
Arte
Glands in v
submucosa
Nerve

Submucosa
Gland in mucosa

Duct of gland
outside tract \

Lymphatic tissue

Myenteric plexus

Serosa:

Lumen Areolar connective tissue
Epithelium
Mucosa:
Epithelium Muscularis:

Circular muscle
Longitudinal muscle

Lamina propria
Muscularis mucosae

Figura 3.1: Capas del tubo digestivo. Adaptado de Layers of the Ali-
mentary Canal, por OpenStax College, Rice University, 2013, OpenS-
tack CNX (https://cnx.org/contents/FPtK1zmh@22.42:1PvBytyq@15/23-1-
Overview-of-the-Digestive-System). CC BY 4.0

En particular, en los intestinos delgado y grueso, la mucosa tiene principal-
mente la funcién de continuar el proceso digestivo iniciado en el estémago, asi
como el transporte del alimento y la absorciéon de los nutrientes y del agua que
circula en su interior. En ambas secciones del tubo digestivo encontramos células
muy similares en el epitelio maduro de la capa de la mucosa, es decir, del tejido
que estd en contacto con el lumen del tubo digestivo. Cada una de estas células
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realiza funciones especificas, las cuales enlistamos brevemente a continuacién:

= Células absortivas: las cuales se encargan de absorber directamente los
nutrientes y el agua en el intestino delgado (que se caracterizan por poseer
microvellosidades que maximizan el drea de absorcién) y de reabsorber
agua y electrolitos en el intestino grueso. La morfologia y funcionamiento
de las células en ambas secciones es similar.

= Células caliciformes: cuya funcién principal es producir moco. Estas
células estdn mucho mas presentes en el intestino grueso, pues la produc-
ciéon de moco es necesaria para lubricar el intestino y facilitar el paso de
residuos sélidos en este érgano.

= Células de Paneth: que tienen la funciéon de mantener inmune la mucosa
con secreciones antimicrobianas, ausentes en el intestino grueso.

= Células enteroenddcrinas: encargadas de producir varias hormonas
necesarias en los intestinos.

= Células M: que son un tipo de células especializadas en cubrir estruc-
turas del sistema inmune.

= Células intermediarias: que componen la mayoria del tejido que se
encarga de renovar al epitelio maduro que va muriendo conforme realiza
su funcién.

Sin embargo, aunque esencialmente poseen el mismo tipo de células, la mucosa
del intestino delgado se diferencia fisicamente de la mucosa del intestino grueso
en la organizacion del epitelio. Esto se debe a la diferencia en sus funciones. Por
un lado, el intestino delgado es el principal sitio de la digestion y de la absorcién
de los alimentos ya digeridos. Asi, en este érgano se encuentran vellosidades en
el epitelio de la mucosa, las cuales maximizan el drea de absorcién de los nu-
trientes, y que estan formadas principalmente por las células absortivas propias
del 6rgano (las cuales, como ya se menciond, poseen a su vez microvellosidades
en su pared celular).

Por otro lado, el intestino grueso tiene la funcién de reabsorber agua que
ha sido emitida en forma de secreciones por parte de los érganos anteriores, asi
como el transporte final de los alimentos no digeridos y desechos de la digestion.
Por ello, este érgano posee un epitelio relativamente plano, el cuél se conforma
principalmente de las células absortivas propias de este 6rgano, y de las células
caliciformes para lubricar el epitelio.

En ambos 6rganos, cada una de las células del epitelio maduro provienen de
una sola poblacién pequena de células madre. Dichas poblaciones se encuentran
en el fondo de unas estructuras denominadas glandulas intestinales, o también
conocidas como criptas de Lieberkiihn.

En estas estructuras, el pequeno nicho de células madre estd confinado al
fondo de la glandula, mientras que en su parte media se compone de las células
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(a) Fotomicrografia de un corte de te- (b) Fotomicrograffa usando microsco-

jido tefiido. Las vellosidades son carac- pio electrénico de barrido. Se aprecian

teristicas del érgano. las criptas de Lieberkiihn en la parte
inferior de las vellosidades.

Figura 3.2: Epitelio de la mucosa del intestino delgado. a) Adaptado de La
biopsia de Yeyuno en el proceso diagndstico de la enfermedad celiaca (p. S37),
por C.D. Alvarez, 2010, Revista Cubana de Alimentacion y Nutricidn, 20 (2),
CC BY-NC 4.0

b) Adaptado de Intestinal Epithelial Stem Cells and Progenitors (p. 339), por
M. Bjerknes y H. Cheng, 2006, Methods in Enzymology, 419

intermediarias, las cuales se caracterizan por una rapida proliferacién, y varias
células en distintas etapas de diferenciacién. Ademaés, dependiendo de la espe-
cializacidn que sufrird cada célula, algunas comenzaran a ascender por la cripta,
mantendran su posicién o descenderan de su lugar. Sin embargo la gran mayoria
del epitelio, tanto en el intestino delgado como en el intestino grueso, lo confor-
man las células de absorcién y las células caliciformes, las cuales ascienden por
la cripta y quedan expuestas hacia la luz del intestino.

Finalmente, y dejando a un lado el intestino delgado, el intestino grueso esté
conformado por el ciego (que incluye el apéndice), el colon (que conforma la
mayor parte del intestino grueso), el recto y el ano. Debido al cambio gradual
de las funciones del epitelio del tubo digestivo conforme ocurre la transicién del
intestino delgado al intestino grueso en el drea del ciego, o conforme nos aproxi-
mamos al area del recto y el ano, se presentan células y formaciones distintas a
las del resto del intestino grueso, que comprende al colon. Asi, el tejido epitelial
de esa seccidn es el que presenta mayor uniformidad en su composicion.

En el epitelio del colon se encuentran los tipos de células mencionadas antes,
salvo las células de Paneth, con la particularidad de que tiene una distribucién
uniforme de las glandulas intestinales, las cuales se organizan en estructuras de-
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(a) Fotomicrografia de un corte de te- (b) Fotomicrografia con microscopio
jido teniido. El epitelio del colon es re- electrénico de barrido. Las criptas de
lativamente plano. Lieberkiihn son ampliamente notorias.

Figura 3.3: Epitelio de la mucosa del intestino grueso. a) Adaptado de The
histologies of the large intestine and small intestine, por OpenStax College,
Rice University, 2012, OpenStack CNX (https://openstax.org/books/anatomy-
and-physiology /pages/23-5-the-small-and-large-intestines), CC BY 4.0

b) Adaptado de Intestinal Epithelial Stem Cells and Progenitors (p. 339), por
M. Bjerknes y H. Cheng, 2006, Methods in Enzymology, 419

nominadas ‘territorios’, que contienen cada uno de 25 a 100 orificios glandulares,
y que estan separados entre si por surcos en el epitelio. Dicha organizacién del
tejido, como ya se ha mencionado, forma un epitelio relativamente plano (a dife-
rencia de las vellosidades presentes en el intestino delgado) y con una estructura
homogénea, cuya funcién es solo reabsorber agua, electrolitos y transportar los
desechos de la digestion.

Se ha estimado que las células de absorcion y las células caliciformes en
ambos intestinos tienen un promedio de vida de entre 4 y 6 dias, periodo después
del cudl sufren apoptésis y son expulsadas hacia la luz del intestino, que en el
caso del colon, ocurre a la mitad entre dos criptas contiguas.

3.2. Un modelo para la reproducciéon de las célu-
las del colon

Dado que un conjunto de células madre es un reservorio permanente para
la reposicién de tejidos de rapida renovacién, y que también aseguran la pre-
servacién de la morfologia y funcionalidad de las células, resulta interesante e
importante estudiar los tejidos cuya tasa de renovacién sea alta y que cuenten
con el mecanismo de reproduccién en donde la fuente principal de células sea
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un reservorio de células madre como el descrito antes. El epitelio de los intes-
tinos es uno de ellos, y particularmente el del colon, tal y como se describié antes.

Asi, el esquema bésico que un érgano con un tejido que tenga las carac-
teristicas anteriores usa para mantener el equilibrio entre la pérdida de células
y su renovacién se puede observar en la figura 3.4.

| )
| | |

« «

Figura 3.4: Esquema de sustitucién de tejido.

El proceso que se sigue, a grandes rasgos, es el siguiente:

1. Un pequeno compartimento en el érgano consistente en el reservorio de
células madre se encargard de sustituir el tejido del 6rgano que muere
a consecuencia de su edad o de la funcién que ejecute. Estas células se
caracterizan por formar una cantidad muy pequena y por reproducirse
muy lentamente, gracias a lo cual mantienen a salvo el material genéti-
co del tejido, y por lo tanto, al dividirse y procrear nuevas células que
posteriormente se especializaran, estas seran idénticas, lo que asegura que
al sustituir a las células antiguas, la funcién del tejido permanecerd sin
alteraciones.

2. Al ocurrir una divisiéon de una célula madre, una de las dos células pro-
ducto de la divisién suele ser una célula madre nuevamente, mientras que
la otra suele ser una célula de transicién, el cudl es un tipo de célula que
ya estd en proceso de especializarse pero sin ser ain apta para ejecutar la
funcion del tejido en cuestion. También pueden ocurrir divisiones asimétri-
cas, en donde ambas células producto de la divisién sean células madre, o
células de transicién. Las células de transicién forman un nuevo comparti-
mento en el tejido del 6rgano, en donde estas se caracterizan por proliferar
de forma rapida. Aqui se alcanza la velocidad de reproduccién necesaria
para suplir la velocidad a la que muere el tejido a reemplazar. Por ende,
este compartimento abarca la parte principal de la estructura del érgano
encargada de la formacion de células.

3. Finalmente, después de un cierto nimero de divisiones en el compartimen-
to de las células de transicién, estas se diferencian completamente alcan-
zando el grado de especializacion requerido para la funcién del érgano en
cuestion.

Un tejido que siga este esquema rige su comportamiento esencialmente por el
nimero de células madre que hay en el compartimento que las contiene, asi
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como la tasa de regeneracién del tejido. Un ejemplo muy estudiado de sistemas
de renovacién de tejido con las caracteristicas anteriores es precisamente el de
las criptas del colon.

3.2.1. Descripcion del modelo

En la descripcién del esquema de renovacién de tejido anterior nos encon-
tramos con comportamientos estocasticos. Es usual encontrar modelos determi-
nistas para procesos bioldgicos por su accesibilidad, sin embargo, dado que el
‘ruido’ es inherente a los sistemas biol6gicos, usar un modelo estocéstico para el
fenémeno de la renovacién del tejido en el colon es bastante adecuado. Practi-
camente cualquier aspecto de la dindmica celular y de la organizacion del tejido
tiene una componente estocastica:

= La densidad del nimero de criptas por unidad de area en el colon.
= Nimero de niveles en la organizacion cilindrica de la cripta.
= El nimero de células en la cripta.

= El ndmero de células en cada compartimento (células madre, células de
transicion, células bien diferenciadas).

= Kl tiempo de vida celular en cada compartimento.

Los modelos estocasticos toman en cuenta esta componente de imprecisién
en estos fendmenos, y ademds cuentan con la ventaja de que los valores prome-
dio de estos coinciden con las predicciones de los modelos deterministas.

A grandes rasgos, el modelo que se presenta usa un proceso de renovacion
para contar el nimero de divisiones de las células madre dentro de la cripta
del colon. Luego, usando como base dicho proceso, se modela la cantidad de
células madre que hay en la cripta usando un proceso de renovacién con premio,
en donde el premio consiste en la cantidad de células madre que se crean en
cada divisién. Por otro lado, también podemos ver al conjunto de células de
transicion como un proceso de renovacién con premio, en donde ahora el pre-
mio es el numero de células madre que se convierten en células de transicion.
Usando el teorema de renovacién con premio en este tltimo proceso, se llega
a una ecuacion para la tasa promedio de células que se diferencian y salen del
compartimento de células madre, en términos de otros parametros de la misma
area de células madre.

Finalmente, para evaluar el modelo que se presenta, se toman datos disponi-
bles en la literatura médica, y se contrasta la cantidad de células de transicién de
una cripta que la literatura arroja con la cantidad de células de transicién que el
modelo predice. Asimismo, se hace una prediccién del nimero de divisiones que
una célula de transicién debe presentar, antes de especializarse completamente.
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3.2.2. El compartimento de células madre

Tomando en cuenta toda la informacién vertida anteriormente, asi como el
esquema de reproduccion de las células del colon, comenzamos por describir al-
gunas cantidades.

En una cripta del colon nos enfocamos en el compartimento de células ma-
dre, pues son estas las que dictan el comportamiento del proceso de renovacion
de tejido. A partir del hecho de que la mayoria de las células de una cripta del
colon son células de absorcién y células caliciformes, asumiremos que las criptas
estan conformadas solamente por un mismo tipo de células.

Supongamos que comenzamos a realizar la medicién de las cantidades en un
tiempo ¢ = 0. Asumimos que el nimero de divisiones que han ocurrido hasta
un instante ¢ > 0 arbitrario en la cripta es una variable aleatoria con media
y varianza definidas. Asi, como funcién del tiempo, tal variable la denotamos
como N (t), y por lo tanto (N (¢))¢>o resulta ser un proceso estocdstico que nos
indica el nimero de divisiones que han ocurrido en el compartimento de células
madre al tiempo ¢ > 0.

Ahora, los eventos ocurren cuando una célula madre entra en mitosis y da
origen a un par de células nuevas, y dada la lenta proliferacion de las células
madre en la cripta, es razonable suponer que para tiempos suficientemente pe-
quenos, sélo ocurre una divisién, o en otras palabras, en cada instante ¢t > 0 a
lo mas puede ocurrir una divisién.

De esta forma, definimos a la variable aleatoria W; como el instante de tiem-
po en el que ocurre la i-ésima divisién en el compartimento de células madre
desde que comenzamos la medicién. Tenemos asi al proceso (W,,)n>0 de los ins-
tantes de tiempo en los que ocurre una divisién en el compartimento de células
madre. Definimos también a las variables (T},)»>1 como los intervalos de tiempo
entre las divisiones, los cuales suponemos variables independientes e idéntica-
mente distribuidas, con media 0 < E(T}) < oo. Tenemos asi que T; = W; —W;_4
para cualquier ¢ > 1.

Con esto hemos construido nuestro proceso de renovacién (N (t));>0, con
(Wy)n>0 los tiempos en los que ocurre una divisién, y (73,)n>0 los tiempos en-
tre divisiones.

Ahora, sea i € {0,1,2,3,...}, y consideremos la divisién de células madre
que corresponde al instante W;. Nos encontramos ante tres posibles casos como
se muestra en los siguientes diagramas:
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- TV L)
Differentiated

Figura 3.5: Corte longitudinal de una cripta con su respectivo etiquetado de
las secciones celulares que la conforman. Adaptado de ”Basics in molecular
evolution of colorectal cancer and their implications for the surgeon: is it a ’big-
bang’ or a ’survival of the toughest’?”(p. 19), por P.C. Chandrasinghe, 2018,
The Sri Lanka Journal of Surgery, 36 (2) CC BY 4.0

O%llél ta Célula Célula
(transicio madre madre
Célula Célula Célula
madre madre madre
CéJula Célula Célnla
transicio {transicid madre

Evento a) Evento b) Evento c)

a) La divisién celular al tiempo W; es asimétrica, teniendo como resultado a
dos células descendientes que son células de transicién.
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b) La divisién celular al tiempo W; es simétrica, teniendo como resultado una
célula descendiente que es célula madre, mientras que la otra resulta ser
una célula que se diferencié en una célula de transicién.

¢) La divisién celular al tiempo W; es asimétrica, y esta vez las dos células
descendientes son células madre.

Con base en estos eventos, definimos las variables aleatorias 1.i.d. (I,)n>1
como sigue:

—1, con probabilidad p, si ocurre el evento a),
I,=<¢ 0, con probabilidad ¢, si ocurre el evento b), n > 0.
1, con probabilidad r, si ocurre el evento ¢),

Con las variables anteriores, modelamos el nimero de células madre que re-
sultan de la division. De esta forma, si en alguna division en el compartimento
de células madre, las dos células descendientes son células madre, el compar-
timento gana una célula. Si ambas son de transicién, el compartimento pierde
una, y si la division es simétrica, el compartimento queda estable.

Finalmente, definimos al proceso (Ny,(t));>0 como sigue:

N(t)
V>0,  Npt)=K+ > I,
n=1

es decir, (N, (t))¢>0 es un proceso de renovacién con premio que comienza en
K € N, y que de acuerdo a la definicién de las variables I,,, nos indica el niime-
ro de células madre que han sido creadas en el compartimento propio de estas
células al tiempo t, méas una cierta constante natural K.

Ahora, en el fondo de una cripta existe siempre una cantidad estable de
células madre, por lo que si (N,,(t))i>0 es el proceso que nos indica la cantidad
de células madre en su respectivo compartimento, entonces la esperanza de
N, (t) debe ser constante para cualquier ¢ > 0. Esto es sencillo de obtener si
asumimos que el tipo de divisiones (eventos a), b) o ¢) ) que ocurren en un
cierto instante, es independiente del niimero de divisiones que han ocurrido en
la cripta hasta ese momento, entonces el proceso (N(t)):>o es independiente de
la sucesién (Ip,)p>1, por lo que usando la identidad de Wald:

N(¢)
E(Nm(t) =E | K+ Y I, | = K +E(N(#)E(I,),

pero E(I,,) = —p + r, mientras que E(N(t)) = m(t) es la funcién de renovacién
del proceso N(t), asi que:

K +E(N(t)E(,) = K +m(t)(-p+7).
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Figura 3.6: Una trayectoria del proceso N (t) contrastada con una trayectoria de
la misma realizacién pero del proceso N,,(t), que cuenta el nimero de células
madre que hay en la cripta. Dependiendo de qué tipo de divisién ocurre en
cada evento W;, la trayectoria de N,,(t) bajard una unidad si hay una divisién
asimétrica que origine dos células de transicién (el evento a) ), quedard igual si
hay una divisién simétrica (el evento b) ), o subird en una unidad si hay una
divisién asimétrica que origina dos células madre (el evento c) ).

De esta forma, si queremos modelar el hecho de que el nimero de células que
hay en el compartimento de células madre es constante, una forma razonable es
asumir que (—p + 7) = 0, es decir, que cada que una célula madre se divide, la
probabilidad de que las dos células resultantes sean células madre es igual a la
probabilidad de que ambas células sean de transiciéon. De esta forma, el término
m(t)(—p + r) se anula, por lo que definiendo la constante K como el nimero
promedio estimado de células madre que hay en una cripta, que denotaremos
por N,, v del cual existen estimaciones que se encuentran disponibles en la
literatura, hemos cumplido que:

E(N,,(t)) = K = N,,
es una constante, para cualquier ¢ > 0.

Ahora, en busca de modelar el surgimiento de células de transicién que fi-
nalmente se especializaran en el tejido del colon, definimos el siguiente conjunto
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Figura 3.7: La misma trayectoria del proceso N(t) contrastada ahora con la
del proceso Y (t), que cuenta el nimero de células de transicién que salen del
compartimento de células madre. En la trayectoria de Y (t), los eventos a) co-
rresponden a saltos de dos unidades, pues en la divisiéon de la célula madre se
originan dos células de transicién. Los b) corresponden a solo un salto, pues la
divisién celular produce una célula de cada tipo, y los ¢) no representan saltos,
pues la division produce dos células madre.

de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas:

2, con probabilidad p, si ocurre el evento a),
Sn = 1, con probabilidad ¢, si ocurre el evento b), n > 0.
0, con probabilidad p, si ocurre el evento c),

Recordemos que durante una divisién de células madre, en el evento a) las dos
células resultantes son de transicién, en el evento ¢) las dos células resultantes
son células madre nuevamente, y en el b) una célula es de transicién y la otra
es célula madre.

Las variables anteriores capturan la cantidad de células de transicién que
se originan en la n-ésima divisién, por lo que usando nuevamente al proceso
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(N(t))t>0 como base, definimos

N(t)
Y(t)=Y S, t=>0.
n=1

De esta forma, (Y'(¢))¢>0 resulta ser un proceso de renovacién con premio,
que modela el nimero de células madre que se han diferenciado en células de
transicion hasta el tiempo t. Este proceso resulta bastante importante para es-
tudiar el comportamiento de las células de transicion, las cuales conforman la
mayoria del cuerpo de la cripta.

A continuacién, listamos los pardmetros que definen esencialmente el com-
portamiento de las células madre a cualquier instante ¢t > 0:

» Elndmero de células madre en cualquier instante, es el proceso (N, (¢))¢>o0-
= El tiempo promedio de vida de una célula madre, que denotamos por C.

= Las probabilidades de divisién simétrica p y asimétrica ¢ (recordemos que
2p+q=1).

De esta forma, usando el teorema de renovacién con premio, obtenemos que

CE(YW) E(S)
t—00 t E(TI)’

donde recordemos que S,, son las variables que cuentan el ntimero de células
de transicién que aparecen en la n-esima division de células madre, y T;, es el
tiempo que transcurre entre la division n y la n + 1.

La ecuacién anterior relaciona la cantidad de células madre que se han dife-
renciado en células de transicién (en promedio) por unidad de tiempo, con las
probabilidades de que ocurran las mitosis simétricas o asimétricas, asi como el
tiempo que estas tardan en ocurrir en el compartimento de células madre.

Ahora, por un lado sabemos que E(S1) = 2p+ ¢+ 0p = 2p + ¢ por definicién
de dichas variables, mientras que por otro, E(T7) es el tiempo que tarda en
ocurrir una mitosis en el fondo de la cripta (en promedio). Dicha cantidad es
razonable de estimar de la siguiente forma:

<

E(Ty) = ~

)

donde C' es el tiempo de vida promedio de una célula madre, y N,, es el niimero
promedio de células madre que hay en la cripta. Lo anterior asume que todas las
células madre tienen las mismas oportunidades de dividirse. Esto tiene sentido
pues es esperable que, si una célula madre se divide en promedio cada C horas,
entonces al haber en promedio N,, células madre en la cripta, una mitosis en
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el compartimento de células madre deberia ocurrir cada ﬁc horas.
-

Una manera de justificar la suposicion anterior consiste en lo siguiente: asu-
mamos que (X, ),>1 s una sucesién de variables independientes e idénticamente
distribuidas, exponenciales, y de parametro %, donde C' es la constante descrita
antes. Podemos interpretar a cada X,, como los tiempos en los que cada una
de las N, (t) células madre tardan en entrar en mitosis de forma individual.
Entonces podemos reescribir a los tiempos entre divisiones 7T; en la cripta como:

T1 = me{Xl, ""Xﬁm} y T'l = me{Xl,XQ, ""XNm(Wi—l)}7 ’L Z 2,

donde recordemos que nuestro proceso N,,(t) comienza en K = N,, y para
1 > 2, W;_1 es el instante en el cual ocurre la i — 1 divisién en la cripta. Sa-
biendo que el minimo de una cantidad fija de variables aleatorias exponenciales
independientes entre si tiene distribucion exponencial de la suma de los parame-
tros, podemos deducir para T; que:

1 1 1 N,
T1Nexp(c—l—C—&—...—i—c>:exp(C)7

y por lo tanto E(T7) = NL Estudiemos ahora el comportamiento de las varia-
bles T; para ¢ > 2 bajo estos supuestos.

En el caso i = 2, se tiene Tp = min{Xy,..., Xy, (w,)}, y dado que ya ha
ocurrido la primer divisiéon en el compartimento de células madre desde que
iniciamos nuestro proceso, para conocer la distribucién de esta variable aleatoria
necesitamos condicionar a los valores que puede tomar N,,(W7). Recordemos
que

Nw, 1
n=1 n=1

la cual es una variable aleatoria tal que

ym — 1 con probabilidad p, si ocurre el evento a),

Np,(Wh) = Ny, con probabilidad ¢, si ocurre el evento b),
N,, +1 con probabilidad p, si ocurre el evento c),

de modo que la distribucién condicional de T> dado N,,(W7) estd dada por:

min{Xy, ..., X5} ~exp (N%*) si ocurre el evento a),

Doy, oy = min{ Xy, ..., X5 } ~exp (NC:”;) si ocurre el evento b),
min{Xy, ..., Xz |} ~exp (%) si ocurre el evento c¢),

de modo que T2|Nm(W1) ~ exp (%), y por lo tanto:
E(To N (W) = 5o
2 m 1 - Nm(Wl) .
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Y con la distribucién de la variable condicional Tg! Nop (W) podemos encontrar
la esperanza de T, utilizando la propiedad de torre:

E(Tz) = E (E(T2|Nm(Wh)))

== (o)
E

erqu*q p >

Np(Np, —1) N, +1
_%j‘Nm@Nm+qﬁm_qy+mﬁn+qﬁm_Q+pﬁi_pﬁm
Nu(N,, —1)

—2
_c (20 +q) —q
= — —2

—2
_ C(N,, —q)

Nou(Ny, — 1)

La cantidad anterior no coincide de manera exacta con el pardmetro WL’

m

no obstante, es una buena aproximacién: Vanaja, Feinberg y Levchenko (2012),
basdndose en la observaciéon mucho més frecuente de divisiones simétricas de
células madre en las criptas en trabajos previos sobre la dinamica del colon,
estiman la probabilidad de divisién simétrica en ¢ = 0,9. Por otro lado, los
autores afirman que la cantidad media de células madre en tal compartimento
N,, se estima entre 19 y 37 (véase la subseccién 3.2.4). Asi, asumiendo ¢ = 0,9
y que N,, € [19,37], se tiene que

N, —q

—)

N -1

asi que es razonable realizar la aproximacién:

€ [1.00027...,1.00007...],

C(N,, — )
Na(V2 — 1)

m

C
N,
Para el caso i > 2, notemos primero que

Nw,;_, i—1
n=1 n=1
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la cual resulta ser una variable aleatoria que toma valores dentro del conjunto
{Nm —(G—=1),...; Ny», Ny + 1,..., Ny + @ — 1}. Luego, la variable aleatoria
T; = min{ X1, Xo, ..., Xy, (w,_,)} condicionada al valor de N,,(W;_1) es

min{ X7, ~-~7Xﬁm—(z'—1)} ~ exp (W) con proba p_;i1,
min{Xy, ..., X5 } ~exp WC”) con proba pg,
T - m _/
HINm (Wi-1) min{Xy, ..., X5 .} ~exp (N%H) con proba p1,
min{Xy,..., X5 L, 1} ~exp (%) con proba p;y1,
donde Zf;l_iﬂ pn = 1, y siempre que N,,, — i+ 1 > 0. Esto es, se tiene que

N’m(Wi—l)
Til w0 ~ &P ( 1% )

y por lo tanto,

Ahora bien, las probabilidades p,, tienden a ser despreciables conforme el
indice n se aleja de 0, ya que la probabilidad p de divisiones asimétricas, estimada
en 0,05, que lleven a una eventual ganancia o pérdida de células madre en
la cripta es mucho mas pequenia comparada con la probabilidad de divisiones
simétricas g que conserven el equilibrio de células madre, cantidad estimada en
0,9. De esta manera, se tiene por un lado que, si i > 2 es tal que N,,, — i + 1
se acerca a 0, es decir que en nuestro modelo la cantidad de células madre
en la cripta se acerque a 0, entonces podemos descartar tal suceso pues su
probabilidad es despreciable. Y por otro lado, la cantidad

1
12: Ny - pn
n=—i+1 Nm +n

aproxima de forma razonable a 1, por lo que entonces
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y asi, recuperamos el parametro buscado.

Aunque hemos deducido la cantidad anterior con las hipétesis extra en el
modelo, la suposiciéon de tales propiedades queda sujeta a discusién bioldgica:
suponer que el conjunto de variables aleatorias (X, )n>1 sea i.i.d. con distri-
bucién exponencial resta generalidad al modelo. No obstante, la distribucién
idéntica de las variables aleatorias esta de acuerdo con la dindmica de la cripta,
pues el pequeno cumulo de células madre precisamente deben terminar regene-
rando todo el tejido, lo cual debe suceder en forma homogénea.

No ocurre lo mismo con las otras dos hipdtesis, pues la independencia de las
variables no pareciera representar fielmente la realidad, ya que las células son
entes vivientes que tienen comunicacién entre si, y que reaccionan a cambios
repentinos en el medio, asi que la suposicién de que una célula del conjunto se
reproduce practicamente de forma independiente a las deméas no parece ser del
todo adecuada si se piensa en el fenémeno a largo plazo, donde alguno de estos
cambios en el medio pueden ocurrir.

Por lo que respecta a la hipétesis de la distribucién exponencial, resulta ser
una suposicién bastante particular, pues si analizamos la propiedad de pérdida
de memoria, el que la probabilidad de que una célula se divida después de un
tiempo s + t dado que no se ha dividido hasta el instante s sea simplemente la
probabilidad de que se divida luego de un tiempo ¢ contradice en parte la natu-
raleza de las células del colon conforme el tiempo pasa: estas tienen un tiempo
de vida promedio de 4 a 6 dias como se explicé al inicio de la seccién, ademéas de
que las células madre tienen una proliferacién bastante lenta, por lo que asumir
que exista una especie de reinicio de la probabilidad de divisién de las células
como el que nos otorga la una distribucién exponencial tampoco parece del todo
acertado pensando en un tiempo de medicién largo.

Ya sea que asumamos algunas hipdtesis extras al modelo como se discutié
anteriormente, o asumiendo simplemente el valor de la esperanza de los tiempos
entre mitosis, tenemos que E(S7) = 2p + ¢ mientras que E(Ty) = NTW, por lo
que

EY(®) _ E(S1) _ Nwm(2p+9)
oot E(T}) c

y si interpretamos al limite anterior como la tasa de salida de células madre que

se convirtieron en células de transiciéon por unidad de tiempo, y la denotamos
salid ;

por R concluimos que

N (2p +q)

Rsalida _
m C
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3.2.3. El compartimento de células de transicién

Como ya hemos dicho anteriormente, las células que conforman este com-
partimento de la cripta proliferan de forma prodigiosa para contrarrestar la alta
tasa de muerte celular que hay en el exterior de la cripta.

Desde el punto de vista matemaético, esta area se puede ver como un am-
plificador de la tasa de células que llegan hacia ella desde el compartimento de
células madre.

Asumamos que Cr es el tiempo de vida promedio de una célula de transicién,
es decir, el tiempo promedio que una célula de este compartimento tarda en en-
trar en mitosis. De esta forma, el niimero de células que entran al compartimento
en un lapso de tiempo igual a C, que denotaremos por K%”tmd“, estd determi-
nado por la tasa de salida del compartimento de células madre por unidad de
tiempo, R34 que hallamos anteriormente. Asi, tenemos

entrada salida
KT - Rm N CT 5

el cual es el nimero de células que entran en el compartimento de transiciéon
durante un lapso de tiempo igual a Cr, en promedio.

Con esto, observemos que, si comenzamos a medir la cantidad de células que
recién ingresan al compartimento de transicién en el tiempo ¢ = 0, luego de ha-
ber transcurrido un lapso ¢t = C'r, hasta ese momento han entrado en promedio
K%”tmd“ células al compartimento de transicién. Si dejamos transcurrir ahora
otro lapso de Cr unidades de tiempo, en el instante ¢ = 2C'1 habran entrado en
promedio otra cantidad K%"”“d“ de células al compartimento, pero las K%”tmd“
que habia al instante ¢ = C'r se han duplicado en promedio, ya que precisamente
C'r es el tiempo que tarda en entrar una célula de transicién en mitosis.

Siguiendo con el razonamiento, luego de [ veces el tiempo promedio Cr, es
decir, luego de una cantidad [ - Cr de tiempo (I € N), tendremos una cantidad
promedio de células igual a

K%ntrada . (1 L9294 92 + 23 N 2l) — K%ntrada(2l+1 _ 1).

Todas esta células han ingresado y se han reproducido dentro del compartimento
de transicién, desde que comenzamos la medicién en ¢ = 0, mas no contempla-
mos las células que ya habian en nuestro compartimento al momento de iniciar
la medicién en t = 0.

No obstante, si definimos a I € N como la cantidad promedio de mitosis
que sufre una célula de transiciéon en su compartimento antes de diferenciarse
por completo y convertirse en una célula especializada, entonces Iy - Cp es la
cantidad promedio de tiempo que dichas células viven dentro del compartimento
de transicién. De esta forma, podemos estimar la cantidad de células en el
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3

Fegntrada 2 frgntrada 92 fg gntrade 2% fgntrada 97 fgntrads
células células células células células
| | | | | | .
| 1 | T | i
0 Cr 207 3CT 4Cy by - Cp t

Figura 3.8: Si comenzamos a estudiar la cripta en ¢t = 0, luego de un lapso
C'r, el compartimento de células madre crea K%”tmda células de transicién en
promedio. Siguiendo el trayecto de estas por el compartimento de transicidn,
luego de Iy lapsos promedio de mitosis, se multiplican en 2!7 K$*trada cglulas,
punto a partir del cudl, en promedio, estas se terminan de especializar.

compartimento de transicién, que denotaremos como N, como
NT _ K%ntrada . (1 +24+ 22 + 23 R 2lT) — K%ntrada(2lT+1 o 1)’
y por lo tanto la tasa de salida del compartimento de transicién estda dada por
R%alida _ 2lT . Rsalida
m bl

lo cual captura la idea del inicio sobre el compartimento de transicion como el
area de la cripta que se encarga de alcanzar una cantidad de células suficiente
para cubrir la demanda de células nuevas por parte del colon.

3.2.4. Prediccion del nimero de divisiones y células de
transicién

Ahora vamos a usar algunos datos conocidos sobre la cripta para prede-
cir algunos datos sobre la cantidad de células en ella. De acuerdo con Vanaja,
Feinberg y Levchenko (2012), una cripta promedio del colon humano tiene apro-
ximadamente 82 niveles desde el fondo hasta el tope de la cripta. El nivel de
fondo contiene sélo una célula, mientras que los niveles 2 a 7 contienen 6, 12,
18, 24, 30 y 36 células en promedio, respectivamente. La parte de los niveles 8
a 82 contienen 42 células por cada nivel, sumando asi un total de 3277 células
por cripta.

Marcadores celulares nos indican que las células madre predominantemente
habitan los primeros 3 o 4 niveles de la cripta, donde hasta el nivel 3 hay
alrededor de 19 células en total, y hasta el nivel 4 hay alrededor de 37 (p. 206).

Para nuestro caso, vamos a asumir que el nimero promedio de células madre
en el compartimento del fondo de la cripta es de 28. Nuevamente Vanaja, Fein-
berg y Levchenko (2012) comentan que otros marcadores celulares indican que
los niveles 4 a 45 de la cripta pueden ser considerados como el compartimento
de transicién, dada la naturaleza de proliferacién de estas células (p. 206) El
resto de células en los niveles 46 a 82, que suman un total de 1563, es el nimero
de células en el compartimento de células bien diferenciadas. Condensamos las
cantidades anteriores como sigue:

N,, =28, Ny = 1686, Npp = 1563,
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Figura 3.9: Corte transversal del epitelio del colon. Se revelan las células que
estdn ubicadas en un determinado nivel de las criptas. Adaptado de ”Segmen-
tation and Grade Prediction of Colon Cancer Digital Pathology Images Across
Multiple Institutions” (p. 2), por S. Rathore, M. A. Iftikhar, A. Chaddad, T. Nia-
zi, T. Karasic y M. Bilello, 2019, Cancers, 11 (1700) CC BY 4.0

T , . 4 . vl
donde N,, es el nimero promedio de células madre en la cripta, N es el
nimero promedio de células de transicién que vamos a contrastar con el que el
modelo arroje, y Npp es el nimero promedio de células bien diferenciadas.

Como expusimos en la seccién del colon, Ross y Pawlina (2016) afirman que
el tiempo de renovacién celular de la cripta es de 4 a 6 dias (p. 645, 647), por
lo que para nuestros propdsitos tomaremos el tiempo de 5 dias como promedio.
Vanaja, Feinberg y Levchenko (2012) afirman que el 95 % de las células han sido
sustituidas en ese periodo (p. 206). De esta forma, podemos estimar la tasa de
salida de células del compartimento bien diferenciado (y por lo tanto de toda la
cripta) como:

satida _ (0.95)(3277 células) N )
R = 20h ~ 25.94 células/h.

es decir, estimamos que la tasa a la que las células salen de la cripta como células
va especializadas, es de 25.94 células por cada hora.

Ahora bien, dada la alta especializacién de las células bien diferenciadas, su
capacidad reproductiva es minima, por lo que se asume que la tasa de salida del
compartimento bien diferenciado (y por lo tanto de toda la cripta) es igual a la
tasa de salida del compartimento de transicion, es decir:

salida __ psalida
R = Ry
Recordando lo dicho en la seccién pasada, teniamos

salida __ ol salida
Riolida — glr . psalida,
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de donde concluimos que
salida __ o—Ilr salida
R =2 - Ry

Vanaja, Feinberg y Levchenko (2012) usan estimaciones de pardmetros obtenidas
en trabajos previos sobre la dinamica de las criptas del colon y senalan los
siguientes datos:

= Kl tiempo de vida promedio de una célula madre es de aproximadamente
C = 90 horas, tiempo después del cudl la célula entra en mitosis. Esto
dada la baja proliferacién de células madre en el fondo de la cripta.

= La evidencia apunta a que las divisiones asimétricas son mucho maés raras
que las divisiones simétricas, por lo que se asume que la probabilidad de
una division asimétrica es: p = r = 0.05, con lo que la probabilidad de
una division simétrica es de ¢ = 0.9.

Luego, con estos valores, estimamos Rf,f“d“ como sigue:

Rotida _ Nm(20p +a) _ (28 Celulas)g(gf'%) +09)  0.31111 células/h,

es decir, estimamos la tasa de salida del compartimento de células madre en
0.3111 células por cada hora. Esto nos indica que aproximadamente cada poco
mas de 3 horas, una célula producto de la divisién de una célula madre se con-
vierte en una célula de transicion.

Pero habiamos llegado antes a una expresion para la tasa de salida de las
células madre en términos de la tasa de salida de las células de transicion:

0.31111 = Riatida = g=lr . peatide — 9=lr (95 94),
de donde deducimos que el niimero de mitosis promedio de una célula de transiciéon
antes de terminar de diferenciarse es de

25.94

Por dltimo, Vanaja, Feinberg y Levchenko (2012) sugieren las siguientes
estimaciones de los tiempos de vida de una célula de transicién medido en horas:

Cr € [29.9,39.9],

de donde nosotros tomamos el punto medio del intervalo como el tiempo medio
de vida de una célula de transicién: Cr = 34.9 h (p. 207).
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Con estos datos, y con la estimacién sobre el nimero de células de transiciéon
que hallamos con el modelo anteriormente presentado, tenemos que

NT _ K%ntrada(QlT+1 _ 1)
_ (Rfrtlzlida _CiT)(2lT+l _ 1)
~ (0.31111)(34.9)(27-3816 — 1)
~ 1800 células

Y usando los extremos del intervalo [29.9,39.9] donde se estima el valor Cr,
tenemos que el nimero de células que el modelo estima para el conjunto de
células de transicién es

N7 ~ 1800 + 257 células,

el cudl en promedio tiene una diferencia de 114 con el ntimero de células N =
1686 que se obtuvo al inicio de los datos sobre la cripta en general, y que se
mantiene dentro del intervalo que arrojan los extremos de la estimacién del
tiempo de vida de una célula de transicién.

3.3. Conclusiones

En este capitulo se presenté un modelo para la reproduccién de las células
madre en las criptas del colon. Los eventos que dan origen al proceso de renova-
cién son la divisiéon de una célula madre en el fondo de las criptas. Se definieron
dos procesos de renovacién con premio asociados al proceso de renovacién que
cuenta el nimero de divisiones que han ocurrido hasta el instante ¢ > 0: el pri-
mero de ellos cuenta el nimero de células madre que hay en el nicho en cualquier
instante. El segundo cuenta el ntimero de células que salen del nicho de células
madre y comienzan a diferenciarse.

En este tltimo proceso se aplica el teorema de renovacién con premio para
asociar la cantidad de células madre que se empiezan a diferenciar (y que provee
informacién sobre el nicho de células madre en sf) con cantidades exteriores a
tal zona, como la tasa a la que células maduras del colon mueren y deben ser
reemplazadas.

A partir del modelo es posible predecir cantidades que son de interés en el
estudio del nicho de células madre en las criptas del colon. Vanaja, Feinberg y
Levchenko (2012) afirman que, aunque la dindmica de las criptas es bien cono-
cida en general, el estudio especifico de la reproduccién de las células madre en
el fondo de las criptas ha resultado complicado. Cantidades como las probabi-
lidades con las que ocurren las divisiones simétricas o asimétricas en el nicho
de células madre de las criptas son poco conocidas, asi como el tiempo en el
que una célula madre tarda en entrar en mitosis. Esto dada la dificultad para
conseguir informacién sobre la reproduccién celular debido a la poca actividad
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que presenta esa zona.

Teniendo en mente lo anterior, el modelo sirve para poner a prueba aproxi-
maciones experimentales a las cantidades poco conocidas mencionadas antes. Al
introducir dichas cantidades al modelo se obtienen estimaciones de la cantidad
de células en el compartimento de transicién, el cual es un dato mejor conocido
en la literatura. Luego, contrastando los datos arrojados por el modelo con los
datos conocidos sobre el compartimento de células de transicién, se corrobora
la validez de las aproximaciones sobre el tiempo de vida celular en el compar-
timento de células madre junto con las probabilidades de divisiéon simétrica y
asimétrica.

El uso de los procesos de renovacion con premio para el fenémeno resulta
adecuado dada la cantidad de variables desconocidas y de naturaleza aleatoria
que se involucran en él, sirviendo como una herramienta para poner a prueba
estimaciones sobre cantidades de dificil estudio en las criptas del colon, y reve-
lando también potencia de resultados tedricos en procesos estocasticos, como el
teorema de renovacién con premio, y su aplicabilidad en la realidad, a pesar de
la sencillez que pueda residir en su enunciado.
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Apéndice A

La exponencial de una
matriz

En este apéndice desarrollaremos la teoria que concierne a la exponencial
de una matriz finita, necesaria para la soluciéon de las ecuaciones backward y
forward de Kolmogorov de una cadena con espacio de estados finito.

Consideremos al espacio normado (RY||.|2) y al conjunto My« v (R) de las
matrices de N x N con coeficientes reales. Vamos a dotar a este ltimo conjunto
de dos normas:

Definicién A.1. Sea Q € My« n(R). Definimos las normas

Qul|2
Q] = sup 191 QU = sup |y

v#£0 [[v]]2 i,j=1,...,

El que |.||cc €s una norma se sigue de que puede verse como la norma del
espacio (RV*Y ||.|ls). Esta norma “mide” una matriz simplemente con el ta-
mano de la entrada més grande que la compone.

Por otro lado, debemos verificar que la norma |.| estd bien definida y que
en efecto sea una norma, pues el supremo mencionado podria no ser finito para
una Q € Myxn(R) cualquiera. Sin embargo esto lo haremos méis adelante,
apoyandonos de que ||| en efecto es una norma para este conjunto.

Intuitivamente, la norma |.| “mide” una matriz @ con el supremo de las nor-
mas en RY de los vectores Qu, donde v es un vector unitario.

Para demostrar que |.| estd bien definida y es una norma, tenemos un primer
resultado:

Teorema A.2. 1. VQ € Mnxn(R), [Qllec <1Q| < N||Q|loo-
2. VQ1,Q2 € Mnyn(R), [Q14Q2 <|Q1]+]Q2] vy [Q1Q2] < |Q1]|Q2]-

107
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Demostracion. 1. Sea Q € M. Por un lado, para cualquier v € RY \ {0},

IQvll2 _ . 1Qvl

lolla ™ oo [0ll2

=1Ql,

y en consecuencia para cualquier v € RV,
[Qull2 < 1Qll|v]]2- (A.1)
En particular, para un vector candnico e; con j € {1,..., N} tenemos que
1Qejll2 < |QI- (A.2)

Por otro lado, al ser la matriz finita, la norma [|Q|l« = sup |Q;;| se
i,j=1,...,.N

alcanza en alguna entrada Q;,j,. Asi,

”QHgo = |Qioj0‘2 < Z ‘Qijo|2 = ||Q€j0||%’

i=1,..,N

y juntando lo anterior con (A.2) obtenemos

1Qll < QI

Para la otra desigualdad, notemos que para v € RV,

2

Qull3= > > Qi
j=1,....N

IN
(]
™
o

=

IA
]
=
8
S

i=1,..,N \j=1,...,.N

li
S
e
g
M
=
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y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[V
[N

< NJQIIZ > 4 1

j=1,...N j=1,..N

= N[ Q% lIvIi3,

por lo que para cualquier v # 0,

1Qull2

[o]]2

< N[Qllso,

y al ser N||Q||~ independiente de v € RV,
Q < N[|Qloe-

. Sean Q1,Q2 € Myxn(R) y v € RY, notemos que:

(@1 + Q2)v]l2 = [[Q1v + Q2v|l2 < [|Q1v]l2 + [|Q2v]|2,
y usando (A.1),

< |@ulllvll2 + 1Q2[llvll2 = (1Q1] + [@2])l|v]l2,
por lo que, para cualquier v # 0,

H(Ql +Q2)U”2 < |Q1| + |Q2|
[v]l2 - ’

donde la tltima cantidad es independiente de v € R¥, asi que tomando
supremo,

|Q1 + Q2| < [Q1] + Q2]

Finalmente, usando sucesivamente (A.1),

[Q1Q2v]l2 = [|Q1(Q2v) |2 < [Q1] [|Q2v]l2 < Q1] (Q2] [|v]|2,
y de nuevo, para v # 0,

HQ1Q2’U||2

[v]l2

< |Q11Q2],

por lo que tomando supremos obtenemos

|Q1Q2| < [Q1]|Q2]-
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Corolario A.3. |.| es una norma sobre My« n(R), y es equivalente a la norma

[-]]oo-

Demostracién. 1. Supongamos que |Q| = 0, es decir,
Qs
p =
v#£0 ||U||2

Entonces para los vectores canénicos e;, j € {1, ..., N}, ocurre que

[Qe;l = 0,

lo cual indica que la matriz envia a los vectores candnicos al vector 0, es
decir, debe ser la matriz de ceros.

2. Sea A € R. Se cumple que:

‘)\Q| = sup ||()‘Q)UH2

_ |>\‘ sup ||Q’U||2
v#0 H’U”2

v#0 ||U||2

= [MQI-

3. La desigualdad del tridngulo y la equivalencia de las normas es el segundo

y primer numero, respectivamente, del teorema A.2.
|

Vamos ahora a probar que el andlogo a la expansién en serie de Taylor de

k
un nimero de la forma e? = Y77 47, para q € C, es vélida para una matriz
Q € My« n(R) componente a componente.

Notacién: Dada una matriz Q € My n(R), escribiremos Q° = Id, donde
Id={0;;:4,7=1,2,...,N} es la matriz identidad.

k
Teorema A.4. Sea Q € Myxn(R). La serie Y o, % converge componente a
componente.

Demostracion. Para cadan € {0,1,2,...}, denotemos a la n-ésima suma parcial

k
como E(n) =>"}_, % Ahora, sabemos por definicién de la exponencial que

e k
QN QP
=2

k=0

y la serie estd bien definida ya que |Q| € [0,00). Por lo tanto la sucesién de

sumas parciales
(Z IQ‘“>
k!
k=0 n>0

es de Cauchy.
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Con lo anterior a la mano, notemos que parai,j € {1,2,.... N} yn>m > 0:

< |E(n) — E(m)|
n m
_ Qk k
% -
k=0 k=0
n Qk
= > W
k=m+1
n
QI
< Z Tk n,m—00 07
k=m+1

donde se han usado las propiedades demostradas en el teorema A.2 y que la su-
cesién de sumas parciales de la serie de Taylor de el®?! es una sucesién de Cauchy.

Asi, concluimos que para cualquier 4, j € {1,2,..., N},

ltm_[(E(n) — E(m));| = 0,

m,n— oo

es decir, la sucesién de las componentes de las sumas parciales ((E(n))ij)n>0
es de Cauchy. Por lo tanto la sucesién de sumas parciales de matrices converge
componente a componente, y asi la matriz expresada por la serie

> or
k=0
esta bien definida. [ ]

Dado el resultado anterior, podemos definir la exponencial de una matriz
como sigue:

Definicién A.5. Sea Q € My« n(R). Definimos la exponencial de Q como la
matriz

Con el teorema y la definicién demostramos dos consecuencias:

Corolario A.6. Para cualesquierai,j € {1,...., N} yt € R, la serie de potencias

e ky. .
(etQ)ij — Z ((tQk)' )ZJ

k=0

tiene radio de convergencia infinito.
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Demostracion. Sean i,j € {1,...,N} y t € R. Tenemos que tQ € Myxn(R), asi
que la matriz e'@ estd bien definida como la serie mencionada en A.5, la cusl

converge componente a componente. En particular lo hace para la componente
7. |

Corolario A.7. Sean Q1,Q2 € My« n(R) dos matrices que conmutan. Enton-

ces
eQ1+Q2 — Q1,Q2

Demostracion. Calculando directamente de la definicién y usando la férmula

del binomio (lo cual es posible gracias a que las matrices conmutan) tenemos:

o0

e@1+Q2 — Z (Ql + QQ)k

Ahora, dado que la suma converge con la norma |Q|, podemos usar el teorema
de Fubini para cambiar las sumas, y al recorrer los indices,

como queriamos. [ |

Esta tltima propiedad se conoce como la propiedad de semigrupo, pues para
una QQ € Myxn v s,t € R, tenemos que las matrices sQ y tQ conmutan, y si
denotamos por P(t) y P(s) a las matrices e'? y e*? respectivamente, obtenemos

P(t+s) = P(t)P(s).

Por dltimo, agregamos un par de resultados que nos ayudan a calcular las
exponenciales de una matriz cuando esta iltima es diagonalizable. El primero
de ellos nos dice qué forma toma la exponencial de una matriz cuando esta es
diagonal:

Teorema A.8. Sea D € Myxn(R) una matriz diagonal. Entonces para i,j €

{L"'aN};
(eD)ij:{ 0 S’LZ#]’

ePii sii=j.
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Demostracion. Recordemos que una matriz diagonal cumple que para cuales-
quiera indices 4,5 € {1,..., N} y cualquier potencia n > 0, si i # j entonces
(D™);; = (D;j)™ = 0, mientras que en la diagonal se cumple que (D"); =
(Dy;)™. Asi, por definicién de la exponencial de una matriz, parai,j € {1,..., N},
sii# Jj,

£
.
S
I
(]2
>
=
I
=

|
—= nl
oo
-y
h n!
n=0
= ePii,

Finalmente, el siguiente resultado nos dice que la exponencial de una matriz
diagonalizable se puede obtener de forma relativamente sencilla. Este resultado
resulta de gran utilidad en las aplicaciones, pues se pueden usar las herramientas
computacionales para el calculo.

Teorema A.9. Sea Q € My« n(R) diagonalizable. Si Q es similar a la matriz
diagonal D y P, P~ son sus matrices de cambio de base, entonces

eQ = ptel P,
Demostracion. Comenzamos recordando el siguiente resultado de algebra lineal
usando las matrices anteriores: para cualesquiera k > 0,

k

k
> (p~'pDP)"=> " P7'D"P.
n=0

n=0

Con este resultado, notemos que para i,j € {1,..., N},

© ny. . e -1 ny..
(eQ)ij - Z Q") _ Z (P DP)™)i

| |
0 n: o n:
_ i (P~ID"P)i;
= n!
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y ahora intercambiando las sumas y usando el teorema A.8,

N oo
=33 L (P (D) Py
k=

0n=0 nt
=3 (ZO wj;’,”) Pi

Asi, las matrices coinciden componente a componente y por lo tanto son iguales.
|
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